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摘　要：使用实体单元技术可以处理剪切锁定的问题，由于个人经验与知识积累的不同，使得计算的精度和效率存在差
异，若不进行分析，带来的后果可能是致命的。为解决该问题，文章以悬臂梁的弯曲应力作为判断依据，详细研究了缩减

积分、一致缩减积分、增强应变和简单增强应变等实体单元技术及网格剖分对弯曲应力的影响。结果表明：在线性静力

学分析中优先选取高阶单元；若采用低阶单元，推荐增强应变或简化增强应变的六面体来计算弯曲应力。该结论为细长

或薄壁结构零件弯曲应力计算时的单元技术选择和网格划分及单元层数提供了参考准则。
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　　当技术人员使用有限元软件对细长或薄壁结构进
行分析时，常会碰到剪切锁定，这是有限元分析中常见

的因单元选择不当而造成的结构刚度高估，以至于计

算出的结果出现了较大误差。通过广义协调元法［１］、

无单元法［２］、替代剪应变法［３］、光滑有限元法［４］和构

造无剪切锁定厚薄通用板单元［５］等方式能够处理剪

切锁定，使得计算出的结果更加准确。但由于上述方

法的使用需要技术人员单独编程开发，因此主流有限

元软件未能采用这些措施。在商业有限元软件中，可

以通过选择缩减积分（Ｂｂａｒ）、一致缩减积分（ＵＲＩ）、

增强应变（ＥＳ）和简单增强应变（ＳＥＳ）等单元技术方
式或附加的气泡状形函数法［６］处理剪切锁定问题，但

由于个人经验与知识积累的不同，使得计算效率和计

算精度存在一定的差异，甚至出现了有较大误差的计

算结果。若不仔细对结果进行分析，带来的后果可能

是致命的。目前有相当多的文献［７１４］描述了网格剖
分和单元选择的使用方法、关键技巧、基本原则和注意

事项，然而却较少有涉及单元技术和网格剖分对应力

分析的研究。

本文针对细长或薄壁结构的弯曲占优问题进行研
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究，在ＡＮＳＹＳ中利用现有的单元技术对实体单元进行
测试，将不同的网格划分和应力分布与理论计算结果

进行对比，分析出不同类型单元以最小的代价获得相

对可以接受的结果精度。这不但为细长结构零件弯曲

应力计算时的单元技术选择和网格划分及单元层数提

供了参考准则，而且节省了计算机资源，提高了工作

效率。

１　剪切锁定对弯曲应力的影响
由梁弯曲的基本理论可知，当梁发生纯弯曲变形

时，其轴向应变在厚度方向呈线性变化，而剪应变为

零。这就是说当梁的微单元在受到微弯矩作用时，其

变形效果如图１所示，无限多个微单元梁所组合成的
整体梁发生纯弯曲变形。图中Ｍ为弯矩。

图１　纯弯曲梁的微元变形示意图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｅｌｅｍｅｎｔｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ

ｏｆｐｕｒｅｂｅｎｄｉｎｇｂｅａｍ
然而，有限元法是一种为求解偏微分方程边值问

题近似解的数值技术，如果在有限元计算中采用了低

阶完全积分的单元，那么微元在弯矩作用时会转动锁

死，无法模拟纯弯，这与变形前的结构相比，单元变得

过于刚硬，线性单元边不能弯曲，就出现了如图２所示
的情况，即剪切自锁。若采用了高阶完全积分单元，剪

切自锁则能够消除，如图３所示。文献［１５］亦论述了
剪切锁定的本质，本文就不再赘述。

图２　低阶全积分单元
弯曲变形示意图

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｂｅｎｄｉｎｇ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ
ｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒｆｕｌｌ
ｉｎｔｅｇｒａｌｅｌｅｍｅｎｔ

图３　高阶全积分单元
弯曲变形示意图

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｂｅｎｄｉｎｇ
ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍ
ｏｆｈｉｇｈｏｒｄｅｒｆｕｌｌ
ｉｎｔｅｇｒａｌｅｌｅｍｅｎｔ

通过上述分析可知，剪切锁定发生的条件往往是

受纯弯状态的一阶且全积分的梁、板、壳单元，导致产

生剪切应变能过大而弯曲变形偏小，即剪切刚度太大

的虚假结果，使得有限元计算出的弯曲应力值要小于

真实值。另外，单元的形状、层数和单元技术的不同会

导致结构刚度的不同，进而会影响到单元节点位移和

模态的不准确，最终使计算出的应变、应力等响应不

同。其中，应力是位移的一阶导数，并且比位移的变化

更加敏感。因此，本文以对比弯曲应力值为切入点，对

有限元软件中的单元形状、层数以及不同单元技术的

选择进行对比。

２　实例分析
２．１　理论模型描述

某梁的尺寸为 ｌ×ｂ×ｈ＝５００ｍｍ×２０ｍｍ×２０
ｍｍ，如图４所示，Ａ端全约束固定，自由端Ｂ处施加垂
直向下的力Ｐ＝１００Ｎ，计算该梁的最大弯曲正应力。

图４　悬臂梁模型示意图
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆ

ｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｍｏｄｅｌ
根据梁的弯曲正应力公式［１６］，该梁的最大弯曲正

应力值应出现在危险截面Ａ的上、下边缘处，即

σｍａｘ＝
Ｍｍａｘ
Ｗｚ
＝
６Ｍｍａｘ
ｂｈ２

＝３７．５ＭＰａ。

以上是梁的纯弯曲应力计算结果，若出现了长厚

比大于５以上剪切弯曲梁，其计算结果也是近似的。
２．２　有限元模型处理

由于在有限元软件分析中对于约束部位都采用刚

性约束，约束部位的应力是不准确的。根据圣维南原

理，建立此模型的实际长度为７００ｍｍ，最后选择距离
自由端５００ｍｍ处的附近单元σｘ（Ｘ方向的应力）为最
终判断标准，如图５所示。

图５　悬臂梁有限元模型图
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｄｉａｇｒａｍｍａｔｉｃｓｋｅｔｃｈｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒ

ｂｅａｍｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ
在线弹性范围内，结构的应力只取决于结构的拓

扑形状和边界条件，而无关材料的属性，因此统一规定

材料的弹性模量Ｅ＝２×１０５ＭＰａ，泊松比μ＝０．３。
实体单元在接触和横向剪切问题中比梁单元或壳

单元能力更加全面，因此本文采用实体单元对该结构

进行划分，对比单元的形状，层数和单元技术。以
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ＡＮＳＹＳ软件作为分析和处理模型的基本环境，其中，
实体单元中的低阶单元选取 Ｓｏｌｉｄ１８５，高阶单元选取
Ｓｏｌｉｄ１８６。
２．３　计算结果

表１～４分别列出了缩减积分（Ｂｂａｒ）、一致缩减
积分（ＵＲＩ）、增强应变（ＥＳ）和简单增强应变（ＳＥＳ）等
单元技术对低阶单元的应力影响对比；表５～６列出了
缩减积分（Ｂｂａｒ）、一致缩减积分（ＵＲＩ）等单元技术对
高阶单元的应力影响对比。这些比对主要是四面体和

六面体的比对，以及网格沿厚度方向层数的比对，从而

得到对弯曲应力值影响的一些关键因素。

表１　Ｂｂａｒ单元技术的低阶单元应力对比
Ｔａｂｌｅ１　Ｌｏｗｏｒｄｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｏｆＢｂａｒｕｎｉｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
网格形状及层数

（厚度的单元数）
最大主应力／ＭＰａ 误差（与理论值比较）／％

四面体（２层） ３０．２ －１９．５

四面体（３层） ３４．７ －７．５

四面体（４层） ３５．８ －４．５

六面体（２层） ３１．４ －１６．３

六面体（３层） ３３．１ －１１．７

六面体（４层） ３４．２ －８．８

表２　ＵＲＩ单元技术的低阶单元应力对比
Ｔａｂｌｅ２　Ｌｏｗｏｒｄｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｏｆＵＲＩｕｎｉｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
网格形状及层数

（厚度的单元数）
最大主应力／ＭＰａ 误差（与理论值比较）／％

四面体（２层） ３０．２ －１９．５

四面体（３层） ３４．７ －７．５

四面体（４层） ３５．８ －４．５

六面体（２层） ２５．２ －３２．８

六面体（３层） ２８．３ －２４．５

六面体（４层） ３０．１ －１９．７

表３　ＥＳ单元技术的低阶单元应力对比
Ｔａｂｌｅ３　Ｌｏｗｏｒｄｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｏｆＥＳｕｎｉｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
网格形状及层数

（厚度的单元数）
最大主应力／ＭＰａ 误差（与理论值比较）／％

四面体（２层） ３０．２ －１９．４

四面体（３层） ３４．７ －７．４

四面体（４层） ３５．８ －４．５

六面体（１层） ３８．３ ２．１

六面体（２层） ３７．９ １．１

表４　ＳＥＳ单元技术的低阶单元应力对比
Ｔａｂｌｅ４　Ｌｏｗｏｒｄｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｏｆＳＥＳｕｎｉｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
网格形状及层数

（厚度的单元数）
最大主应力／ＭＰａ 误差（与理论值比较）／％

四面体（４层） ３５．８ －４．５

六面体（１层） ３８．１ １．６

六面体（２层） ３７．８ ０．８

表５　Ｂｂａｒ单元技术的高阶单元应力对比
Ｔａｂｌｅ５　Ｈｉｇｈｏｒｄｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ

Ｂｂａｒｕｎｉｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
网格形状及层数

（厚度的单元数）
最大主应力／ＭＰａ 误差（与理论值比较）／％

四面体（１层） ３８．７ ３．２

四面体（２层） ３８．２ １．９

六面体（１层） ３８．９ ３．７

六面体（２层） ３８．２ １．９

表６　ＵＲＩ单元技术的高阶单元应力对比
Ｔａｂｌｅ６　Ｈｉｇｈｏｒｄｅｒｅｌｅｍｅｎｔｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ

ｏｆＵＲＩｕｎｉｔｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ
网格形状及层数

（厚度的单元数）
最大主应力／ＭＰａ 误差（与理论值比较）／％

四面体（１层） ３８．７ ３．２

四面体（２层） ３８．２ １．９

六面体（１层） ３８．９ ３．７

六面体（２层） ３８．３ ２．１

　　由于篇幅有限，本文仅仅列出了部分 Ｓｏｌｉｄ１８５和
Ｓｏｌｉｄ１８６的典型σ１云图，如图６～１３所示，这些图分
别显示出不同单元在０．５ｍ处的应力值 σ１。由这些
应力云图可以看到，采用不同的单元在０．５ｍ处的应
力分布及数值上，都存在一定的误差。

图６　低阶２层四面体（Ｂｂａｒ，ＵＲＩ，ＥＳ，ＳＥＳ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ６　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒ２ｌａｙｅｒ

ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ（Ｂｂａｒ，ＵＲＩ，ＥＳ，ＳＥＳ）
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图７　低阶４层四面体（Ｂｂａｒ，ＵＲＩ，ＥＳ，ＳＥＳ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ７　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒ４ｌａｙｅｒ

ｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ（Ｂｂａｒ，ＵＲＩ，ＥＳ，ＳＥＳ）

图８　低阶２层六面体（Ｂｂａｒ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ８　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒ

２ｌａｙｅｒｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ（Ｂｂａｒ）

图９　低阶４层六面体（Ｂｂａｒ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ９　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒ

４ｌａｙｅｒｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ（Ｂｂａｒ）

由表１可知，选择缩减积分（Ｂｂａｒ）不能处理剪切
锁定问题，若对低阶单元选择缩减积分，只能通过增加

网格的方式来获得更高精度的计算结果。

由图６～８可知，低阶单元在较少的层数下，不能
获得正确的应力趋势。

由表２可知，一致缩减积分（ＵＲＩ）在本例中也没
有获得良好的结果。由表３和表４可知，虽然增强应
变（ＥＳ）或简单增强应变（ＳＥＳ）都可以处理剪切锁定
问题，但该类单元技术并不能很好的适应四面体网格，

图１０　低阶２层六面体（ＵＲＩ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ１０　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒ

２ｌａｙｅｒｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ（ＵＲＩ）

图１１　低阶４层六面体（ＵＲＩ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ１１　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒ

４ｌａｙｅｒｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ（ＵＲＩ）

图１２　低阶２层六面体（ＥＳ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ１２　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｌｏｗｏｒｄｅｒ

２ｌａｙｅｒｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ（ＥＳ）

要获得更精确的弯曲应力结果需要增加网格密度。低

阶四面体单元无论采用何种单元技术其四层网格计算

结果与理论值的最大偏差为－４．５％。
由图８～１２可知，对于低阶六面体单元，一致缩减

积分（ＵＲＩ）和增强应变（ＥＳ）的应力趋势比选择缩减
积分（Ｂｂａｒ）好，选择缩减积分和一致缩减积分的低阶
六面体没有四面体精度高。若工程中采用了低阶单

元，推荐采用增强应变或简化增强应变的六面体单元

来计算弯曲应力，其结果精度都在２．１％以内。
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图１３　高阶２层四面体（Ｂｂａｒ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ１３　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｈｉｇｈｏｒｄｅｒ

２ｌａｙｅｒｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌ（Ｂｂａｒ）

图１４　高阶２层六面体（Ｂｂａｒ）σ１云图

Ｆｉｇｕｒｅ１４　σ１ｃｌｏｕｄｃｈａｒｔｏｆｈｉｇｈｏｒｄｅｒ

２ｌａｙｅｒｈｅｘａｈｅｄｒｏｎ（Ｂｂａｒ）

　　图１３～１４表明了高阶单元不受剪切锁定的影响，
其四面体的应力趋势和应力值都与理论值相近。

表５～６说明无论采用什么网格形状、层数和单元技
术，其与理论值的偏差都在３．７％以内。２层网格厚度
的计算精度在２．１％以内。这可作为一般工程问题的
应用准则，在线性静力学分析当中，应优先选择高阶

单元。

３　结语
本文针对细长或薄壁结构的弯曲占优问题，通过

对比不同单元技术、单元形状和层数对弯曲应力的影

响，总结出了单元技术选择和网格剖分的参考准则：

１）在线性静力学分析当中，我们应该优先选择带
中节点的单元（９２，９５，１８６，１８７）。根据计算无论采用
什么网格形状、层数和单元技术，其与理论值的偏差都

在３．７％以内。
２）采用１８５单元（四面体，完全积分／缩减积分／

增强应变／简化增强应变）４层网格，计算结果与理论
值的最大偏差为－４．５％，网格层数再增加其结果精度

越高。采用１８５单元（六面体，增强应变／简化增强应
变）１层网格，计算结果与理论值的偏差在１．６％之内。

此外，本文还研究了低版本软件中的４５单元，由
于篇幅有限，相关的计算结果就不再列出。对于该单

元我们优先选择附加位移的全积分六面体，１层网格
厚度单元的计算结果与理论值偏差为１．６％；若采用
附加位移或无附加位移的全积分四面体，需保证６层
网格厚度；若采用无附加位移，全积分六面体，需保证

２层网格厚度。其余形式不推荐使用。
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