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逆向工程中回转体碎片旋转轴提取方法研究
聂博林，张　旭，车选林

（上海工程技术大学 机械工程学院，上海　２０１６２０）

摘　要：针对目前回转体碎片特征提取精度不高问题，提出了一种回转体碎片旋转轴估算方法。通过计算主方向的方向
矢量，得到纬圆上主方向的方向矢量；通过计算若干对任意２点纬圆主方向上方向矢量的外积，去除粗大误差得到旋转
轴矢量的方向范围；然后根据垂直于旋转轴的平面与回转面相交交线是一个圆的几何准则，利用蛮力搜索算法得到回转

体点云碎片的旋转轴，通过模式搜索对旋转轴进行了优化。最终得到了一个比较理想的旋转轴。文中提出的算法通过

大量实验论证鲁棒性好，并且在保证效率的基础上，提取出的轴精确度较高。
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　　人类的历史可以通过发现古老的文物来揭示，比
如瓷器、陶器等。可是，由于各种原因，当文物破碎成

许多块时，关于人类社会的有意义的历史信息难以完

整获得。如果对碎片进行拼凑复原，可以恢复隐藏的

历史记录。考古遗址中大多数陶瓷是以碎片形式存

在，这些碎片大量地混合在一起，如同一个巨大的３Ｄ
拼图。从数以百计的混合碎片中手动重构文物是一个

非常繁琐耗时的过程，需要一个自动重建框架来帮助

考古学家。而大多数陶瓷是轴向对称的，因此，如何较

为准确地提取回转体碎片的旋转轴是解决问题的第

一步。

实际上，回转体碎片的旋转轴提取也可表征为特

征提取，因为旋转轴是回转体中最重要特征之一。国

内外许多学者针对这一问题做了大量的研究。

Ｃａｌｉｏ［１］在重构旋转面时，在回转体上下两端各确定一
个平面圆，以圆心进行旋转轴估算，并进行一些必要的

调整与优化，但是被测物体需要进行一些人为手动的

调整。Ｐｏｔｔｍａｎｎ等［２］基于回转体表面所有法矢交于旋

转轴线上的性质提出了一种定旋转轴的算法。但这种

利用直线几何（ｌｉｎｅｇｅｏｍｅｔｒｙ）法在回转体表征为圆环
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面时会估算到２根旋转轴［３］。Ｂｅｒｋｅｍｅｉｅｒ等［４］提出了

利用主方向传感器与曲率提取旋转轴的方法，但这种

方法在逆向工程中并不适用。Ｐｏｔｔｍａｎｎ等［５］提出在曲

面类型识别时，可以利用基于法矢的高斯映射图像识

别柱面。Ｍｅｎｑ等［６］在讨论特征识别时，提到了利用基

于法矢的高斯球使曲面特征可视化，从而辅助识别出

拉伸曲面的算法。Ｃｏｏｂｅｒ等［７８］在圆模板理论［９］的基

础上首先对碎片分层并用最小二乘原理拟合每一层的

点云为圆，再拟合每一层的圆心为一条直线；其次用蛮

力搜索算法将点云旋转一定的角度并反复重复以上过

程，最终得到较为理想的轴。柯映林等［１０］提出一种基

于主方向高斯映射的旋转轴提取算法。通过其所构建

的高斯球来获得一个近似大圆的数据来确定旋转轴的

方向；再根据旋转面的法矢在垂直于旋转轴的平面内

的投影交于一点确定旋转轴空间位置的定位点；最后

利用网格投影原理，基于一目标函数及初值采用模式

搜索方法对旋转轴进行优化。该方法实际操作起来会

比较复杂，其鲁棒性会受到噪声数据的影响。Ｌａｉ［１１］

提出了一种旋转面重构算法，这种算法是对近似逼近

算法的改进，但有一定的局限性，对于散乱分布的点云

数据有一定的影响，并不是很适合。闫雒恒［１２］在坐标

转换法的基础上通过随机抽样一致性算法提取旋转轴

及其方向。

本文基于主方向及圆模板理论即垂直于旋转轴的

平面与回转体相交是一个圆，通过计算主方向的方向

矢量，得到纬圆上主方向的方向矢量；再通过计算若干

对任意２点纬圆主方向上方向矢量的外积，去除粗大
误差得到旋转轴矢量的方向范围；然后根据垂直于旋

转轴的平面与回转面相交交线是一个圆的几何准则，

利用蛮力搜索算法得到回转体点云碎片的旋转轴；最

后通过模式搜索对旋转轴进行优化。通过大量实验论

证，算法鲁棒性好，提取出的轴精确度较高。

１　确定旋转轴
回转面可以被看做是许多具有不同半径（取决于

ｚ轴上回转体的高度）的柱体高度的集合。碎片表面
上的每一点都属于一个高度为 ｈ的圆柱，半径则取决
于回转面的轮廓曲线［１３］。

１．１　回转面的主方向与主曲率
如图１所示，在三维欧几里得空间［１４］中的一个表

面Ｓ的任一点 Ｐ可以选取一任一切向量 Ｋｉ。过点 Ｐ
可以有无限多个平行于 Ｋｉ的剖切平面，每个剖切平面
与曲面相交，其交线为一条平面曲线，每条平面曲线在

Ｐ点有一个曲率。不同的平面曲线在Ｐ点的曲率一般

是不相等的。这些曲率中，有一个最大和最小的曲率，

称之为主曲率，分别用ｋｍａｘ和ｋｍｉｎ表示，用ａｍａｘ和ａｍｉｎ分
别表示主曲率的主方向。在剖切平面与曲面相交的平

面曲线中，把同时又平行于法向量 ｒ的线，称为曲面 Ｓ
关于切向量Ｋｉ的法截线，所在平面称为法截面。这时
面Ｓ在点Ｐ处的法向量 ｒ、法截线在点 Ｐ处的主法向
量ｒｉ和从法向量 ｂｉ构成了基本三棱形（Ｆｒｅｎｅｔ标架）
｛Ｋｉ，ｒｉ，ｂｉ｝。法截线的法曲率 ｋｒ＝ｋ×ｃｏｓ（ｒｉ，ｒ），ｋ为
法截线在点 Ｐ处的曲率。对于任意方向的 Ｋｉ＝
ｃｏｓ（ｒｉ，ｒ）ａｍａｘ＋ｃｏｓ（ｒｉ，ｒ）ａｍｉｎ，其对应的法曲率
ｋｒ（Ｋｉ）＝ｋｍａｘ×ｃｏｓ

２（ｒｉ，ｒ）＋ｋｍｉｎ×ｃｏｓ
２（ｒｉ，ｒ）。

图１　曲面上一点Ｐ的微分几何特征
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｇｅｏｍｅｔｒｉｃｆｅａｔｕｒｅｓｏｎ

ｓｕｒｆａｃｅｏｆｐｏｉｎｔＰ

在形式上，回转面是由一个平面曲线 Ｃ围绕在其
平面内的轴线 Ｅ旋转而产生的面。若曲面 Ｓ上一条
曲线ｌ在每点的切线总沿着在该点的一个主方向，则
称ｌ为Ｓ上的一条曲率线。在回转体中，把过旋转轴
的平面与回转体相交形成的线称为经线；把垂直于旋

转轴的平面与回转体相交所形成的圆称为纬圆。旋转

面的经线与纬圆都是曲率线，如图２所示。任何一条
纬圆曲线上任意一点处的切矢，都是该曲面在该点处

的主方向矢量，且都处于纬圆所在平面内。

图２　回转体面上的纬圆与经线
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｗｅｆｔｃｉｒｃｌｅａｎｄｍｅｒｉｄｉａｎｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｂｏｄｙ
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通过３个切向量 Ｋ１，Ｋ２和 Ｋ３的法截线的法曲率
ｋ１，ｋ２和 ｋ３可以计算出点 Ｐ处的主方向与主曲率。如
图３所示，Γｐ为点 Ｐ处的切平面，ｋｍａｘ和 ｋｍｉｎ为点 Ｐ处
的主曲率，ａｍａｘ和ａｍｉｎ为对应的主方向，θ１，θ２和 θ３分别
为 Ｋ１和 ａｍａｘ的夹角、Ｋ１和 Ｋ２的夹角、Ｋ１和 Ｋ３的夹
角［１５］。

图３　点Ｐ处的主方向与主曲率分析
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｐｒｉｎｃｉｐａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄ

ｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｕｒｖａｔｕｒｅａｔｐｏｉｎｔＰ
根据曲率性质特征可以得到如下方程组：

ｋ１＝ｋｍａｘｃｏｓ
２θ１＋ｋｍｉｎｃｏｓ

２θ１；

ｋ２＝ｋｍａｘｃｏｓ
２（θ１＋θ２）＋ｋｍｉｎｓｉｎ

２（θ１＋θ２）；

ｋ３＝ｋｍａｘｃｏｓ
２（θ１＋θ３）＋ｋｍｉｎｓｉｎ

２（θ１＋θ３
}

）。

（１）

结合三角恒等式，可得：

ｋ１－ｋ２
ｋ１－ｋ３

＝
ｃｏｓ（２θ１）－ｃｏｓ（２θ１＋２θ２）
ｃｏｓ（２θ１）－ｃｏｓ（２θ１＋２θ３）

＝

ｓｉｎ［（２θ１＋θ３）＋（θ２－θ３）］
ｓｉｎ（２θ１＋θ３）

·
ｓｉｎθ２
ｓｉｎθ３

。

所以可以得到：

ｔａｎ（２θ１＋θ３）＝
ｓｉｎ（θ２－θ３）

ｋ１－ｋ２
ｋ１－ｋ３

·
ｓｉｎθ３
ｓｉｎθ２

－ｃｏｓ（θ２－θ３）
。

（２）
解式（１）可以计算出角 θ１，从而确定主曲率的主

方向ａｍａｘ和ａｍｉｎ。再把计算出的 θ１，θ２，θ３和已知的法
曲率ｋ１，ｋ２，ｋ３代入式（１），得到主曲率ｋｍａｘ和ｋｍｉｎ。

根据向量的外积原理：ｃ＝ａ×ｂ，ｃ分别与向量 ａ
与ｂ垂直。对于纬圆曲线上任意２点的切矢都与旋转
轴垂直，并且求其外积可得到一向量 ｅ，其方向与旋转
轴平行。但是由于噪声的影响，对于纬圆曲线上任意

２点得到的ｅ方向可能都不相同。随机抽样取２ｎ（经
多次验证，ｎ取点云总数的１／２０）个点，通过对纬圆曲
线上主方向的ｎ对点计算其外积进而可以得到与旋转
轴方向一致的ｎ个向量ｅｉ（都单位化并移到原点，并投
影到ｘｏｙ面上），ｉ＝｛１，２，３…ｎ｝。之后计算ｅｉ在ｚｏｘ面
内的角度，去除粗大误差后，可以得到一个范围 Ｄ＝

｛φ，θ｝，如图４所示。

图４　旋转轴的范围
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｓｃｏｐｅｏｆｒｏｔａｔｉｎｇａｘｉｓ

１．２　旋转轴估算
假设一个给定的点云片段 Ｆ如图５所示，表示为

点Ｐ＝｛Ｐｉｊ∈Ｆ｝的集合，其中 Ｐｉｊ是第 ｉ层中的第 ｊ个
点。给定的任意三维方向上，三维点云被分为厚度 δ
（由激光扫描仪的分辨率决定）的 ｍ个平面层。根据
已经确定的旋转轴方向范围 Ｄ＝｛φ，θ｝的基础上，本
小节使用圆模板理论，估算每个点云片段的旋转轴。

图５　旋转轴计算模型
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｍｏｄｅｌｏｆａｘｉｓｏｆｒｏｔａｔｉｏｎ

１）计算回转体点云碎片的边界框（ｌｘ，ｌｙ和 ｌｚ），根
据实际情况只需要计算出 ｚ轴上的最大值和最小值，
即最大值点（ｘ０，ｙ０，ｚ０）和最小值点（ｘ０，ｙ０，ｚ０′）。
２）计算ｍ个平行于ｘｏｙ平面的平面层ｐｍ，让偏移

量ｄｉ＝ｉ
ｌｚ
ｎ，（ｉ＝｛１，２…，ｍ｝）平行于 ｚ轴。因为厚度

δ＝ｄｉ＋１－ｄｉ是３Ｄ激光扫描仪分辨率的２倍，所以可计
算出ｍ。
３）计算第ｉ层的点ｖｐｉ，ｉ＝｛１，２…，ｎ｝，ｖｐｔ是平面

层ｐｉ与ｐｉ＋１之间的点云层。

·３１·　［研究·设计］ 　 　 聂博林，等：逆向工程中回转体碎片旋转轴提取方法研究 　 　 　　　　　　　



４）绕着ｙ轴把这个点云片段Ｆ旋转φ。
５）对于每一层上的点 ｖｐｎ，都把其三维坐标转换

为二维坐标ｖ′ｐｎ。
６）用最小二乘法把ｖ′ｐｎ拟合成一个二维圆。其圆

心为ｘ′ｏｎ，半径为ｒ′。与其对应的三维圆的圆心为ｘｏｎ，
半径为ｒ。
７）估计平行于ｘ轴的圆心ｘ′ｏ的标准差。
８）绕着 ｙ轴（按图４所示）把这个表面旋转５°，

然后回到第１步（跳过第５步），直到旋转了 θ。对于
离散的表面，初始转动角α＝５°是根据３Ｄ扫描仪的分
辨率选择的。当旋转一定角度后，得到一个最小偏差，

此时旋转的角度为 γ，最小偏差为 Δ，圆心为 ｘｏｋ（ｖｐｋ的
圆心）。

９）把转动角α改为α＝１°，并在Ｄ′＝｛γ－５°，γ＋
５°｝的范围内继续转动，并依此重复以上步骤（跳过第
１，８步）。虽然α值越小越能得到完全相同的交点，但
会产生时间的浪费。α＝１°是依据实验得到的最优选
取。

１０）最后选择平行于 ｘ轴的有最小偏差的 ｘｏｋ１
（ｖｐｔｎ１的圆心）作为第一近似转动轴，并通过最小二乘
拟合成一条直线。

根据ＳＯＲ（ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｏｖｅｒｒｅｌａｘａｔｉｏｎ，逐次超松弛）
迭代法的定义，该直线一定是此碎片的旋转轴。表

示为：

Ｅα（Ｄ｜Ｐ）＝
∑η

ｉ＝１
ｎｉ∑ｎｉ

ｉ＝１ ‖ｐｉｊ－ｃ

ｉ‖ －μｉ β

∑η

ｉ＝１
ｎｉ

－

αｌｏｇｌ。 （３）
式中：ｃｉ是第ｉ层与估计轴之间的交点，ｎｉ为第ｉ层内点

的数量，而μｉ＝
１
ｎｉ
∑ｎｉ
ｊ＝１‖ｐｉｊ－ｃｉ‖是第 ｉ层所拟合圆

的半径，ｌ是拟合的圆的圆心的的数量，η是一个点云
碎片的总层数。

在式（３）中
∑η

ｉ＝１
ｎｉ∑ｎｉ

ｉ＝１ ‖ｐｉｊ－ｃ

ｉ‖ －μｉ β

∑η

ｉ＝１
ｎｉ

代

表轴线Ｄ的对称性成本。如果噪声在点 ｐｉｊ处显著，参
数β应该较小。α是成本函数之间的权重，根据经验确
定为α＝１，β＝２。所以，旋转轴Ｄ的最佳方向估算是：

Ｄ ＝｛φ，θ｝＝ａｒｇｍｉｎＥα（φ，θ｜Ｐ）。 （４）
为了提高运算效率，该算法通过用相交平面的旋

转代替了表面的所有点旋转。由于碎片并不是完全对

称的，所以通过实际的实验表明，旋转轴最多可以倾

斜１０°。
在考虑到３Ｄ扫描器的噪声和分辨率的情况下，

最小片段大小可以通过估算高斯曲率 μｍｉｎ所决定。由
于碎片并不是完全对称的，所以最小尺寸有一定的限

制，实际的实验表明，该碎片的外轮廓周长至少要有完

整回转体周长的７％（αｍｉｎ＝２５°）。
一个片段的最小高度必须是 δ（连续２层之间的

距离）的２倍，因为在理论上我们只需要２个圆来估计
一个轴。根据我们使用的３Ｄ扫描器所做的实际实验
已经表明，该碎片高度应至少为１０ｍｍ。

另一个限制，是球形的碎片，因为球具有一个旋转

点，而不是旋转轴线。因此当圆弧的半径 ＲＣＡ等于物
体的半径Ｒ０时，计算轴是行不通的。

综上所述，我们可以估算出最低高度为１０ｍｍ、覆
盖周长超过７％的回转体碎片的旋转轴。
１．３　旋转轴优化

经过大量验证，实际上计算的旋转轴会有一定的

偏差。

过旋转轴作一个平面，将点云片段绕计算出的旋

转轴旋转并投影到平面上，然后会在平面上形成具有

一定宽度的点云带，宽度越大说明偏差越大。可以对

其进行一定的优化，尽可能地减少点云带的宽度。本

文采用模式搜索［１６１８］的方法来优化计算得到的旋转

轴，建立目标函数ｆ，如下：
ｆ＝ｍｉｎｆ（ｕ）。

式中 ｕ为投影面积。运用 ＭＡＴＬＡＢ的工具箱里的
ｐａｔｔｅｒｎｓｅａｒｃｈ，可实现模式搜索法。
２　实例分析

为验证算法有效性和鲁棒性，为了验证文中算法

的可行性，取３块不同位置的实物碎片，采用０．０５ｍｍ
精度的模拟数据并得到 ３块点云数据：碎片 １共 ４５
５２３个点，碎片２共３７８９６个点，碎片３共４００１３个
点。利用 ＭＡＴＬＡＢ软件，编写相应的程序，并对点云
进行预处理。通过计算得到的旋转轴，如图６所示。

同时，本文还计算了通过算法确定的旋转轴与实

际旋转轴的夹角与其距离。

１）夹角
已知计算得到的旋转轴线 Ｌ１的方向向量为 ｗ１＝

（ｇ１，ｑ１，ｔ１），实际旋转轴线Ｌ２的方向向量ｗ２＝（ｇ２，ｑ２，
ｔ２），其中ｇ１，ｑ１，ｔ１，ｇ２，ｑ２，ｔ２为算法中计算出来的具体
值，故其夹角为：

θＬ１Ｌ２＝ａｒｃｃｏｓ
ｇ１ｇ２＋ｑ１ｑ２＋ｔ１ｔ２

ｇ２１＋ｑ
２
１＋ｔ槡

２
１× ｇ２２＋ｑ

２
２＋ｔ槡

２
２

。

·４１· 　 轻工机械　ＬｉｇｈｔＩｎｄｕｓｔｒｙＭａｃｈｉｎｅｒｙ ２０１７年第２期



图６　点云碎片
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｐｏｉｎｔｃｌｏｕｄｏｆｐｉｅｃｅｓ

２）距离
计算时可以把Ｌ１和Ｌ２当做异面直线处理，已知Ｌ１

和Ｌ２方程分别为：
ｘ－ｘ１
ｇ１
＝
ｘ－ｙ１
ｑ１
＝
ｘ－ｚ１
ｔ１
；
ｘ－ｘ２
ｇ２
＝
ｘ－ｙ２
ｑ２
＝
ｘ－ｚ２
ｔ２
。

点Ｍ１（ｘ１，ｙ１，ｚ１）和 Ｍ２（ｘ２，ｙ２，ｚ２）分别是 Ｌ１和 Ｌ２
上一点，故Ｌ１与Ｌ２之间的距离为：

ｄＬ１Ｌ２＝
（ｗ１×ｗ２）×Ｍ１Ｍ２

ｗ１×ｗ２
。

当ｄＬ１Ｌ２＝０时，Ｌ１与Ｌ２相交。
其点云的数据特征如表１所示。

表１　不同算法下的旋转轴比较
Ｔａｂｌｅ１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇａｘｉｓ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法比较

与实际轴夹角／（°）

点云

碎片１

点云

碎片２

点云

碎片３

与实际轴距离／ｍｍ

点云

碎片１

点云

碎片２

点云

碎片３
Ｐｏｔｔｍａｎｎ １３．７１ ２０．１４ １５．３７　 ６．４２ ７．２３ ７．６４

Ｃｏｏｐｅｒ ７．８８ ６．９２ ９．２５ ２．１７ ２．４７ ２．２６

本文算法 １．７３ １．２６ ２．１２ １．１９ ０．９５ ０．８７

　　为了检验算法的鲁棒性，本文还采用精度为０．１
ｍｍ和测量精度为０．０１ｍｍ的另外２组实验数据进行
配准计算，所得结果如表２所示。

表２　不同精度下的旋转轴比较
Ｔａｂｌｅ２　Ｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇａｘｉｓ

ｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

精度等

级／ｍｍ

与实际轴夹角／（°）

点云

碎片１

点云

碎片２

点云

碎片３

与实际轴距离／ｍｍ

点云

碎片１

点云

碎片２

点云

碎片３
０．０１ １．９４ １．２５ ２．３６　 １．０４ １．２０ １．１７
０．０５ １．７３ １．２６ ２．１２ １．１９ ０．９５ ０．８７
０．１０ １．８３ １．３４ １．９９ ０．６８ ０．９４ ０．８９

　　通过２组数据比较发现，本文算法得到的旋转轴
精度更高，并且有很好的鲁棒性。

３　结语
针对目前回转体碎片旋转轴的估算问题，提出了

新的算法，为后续的回转体碎片拼接提供了良好的支

持；根据回转面主方向上纬圆的几何约束关系，提出利

用圆模板理论并结合最小二乘法估算回转面的旋转

轴，通过大量实验并与目前常用算法的计算结果比较，

证明本文算法具有可行性、精确性；通过在不同精度激

光扫描仪下计算的结果比较，证明该算法具有很强的

抗噪声能力，鲁棒性很好。文中只是对较大的，有一些

回转特征的碎片进行了研究，对于较小的，或者是平面

碎片和球面碎片并不适用，还需要进一步地研究。
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