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基于 ＬＭ算法的机器人运动学标定
皇甫亚波，杭鲁滨，程武山，余　亮，李文涛，杨国彬，沈铖玮

（上海工程技术大学 机械工程学院，上海　２０１６２０）

摘　要：机器人参数估计与误差补偿的标定方法是提高机器人末端位置定位精度的重要手段。课题组建立ＵＲ３机器人
ＤＨ参数运动学模型，基于机器人末端工作空间的出现频率概率分布确定机器人测量空间域；以激光跟踪仪测量空间域
内的机器人末端位置，构造出机器人末端位置误差与几何参数集间最小二乘方程目标函数，利用自适应步长的 ＬＭ
（ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ）算法对其进行迭代求解，进行参数估计得到几何参数标定值，以此修正机器人系统理论运动学模
型结构参数集。最后对标定结果进行验证和分析，结果显示标定后最大误差降低了４７．４８％，平均误差降低了３７．９８％，
均方根误差降低了４０．４０％，证明了该标定方法的有效性和可靠性。
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　　随着技术的不断发展，机器人广泛应用于纺织、家
电、造纸等各个行业，同时智能制造对机器人的定位精

度提出了越来越高的要求。目前机器人的重复定位精

度可达０．０１ｍｍ，而位置精度大多为２～３ｍｍ，难以满
足智能制造的刚性需求。

为提高机器人的位置精度，可以采用标定的方法

来辨识机器人模型的准确参数［１］。国内外学者对机

器人标定技术做了大量研究。基于量子粒子群优化算

法，房立金等［２］提出一种同样适用于串联机器人和并

联机器人的运动学标定方法，结果表明在较大的工作
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空间内基于量子粒子群优化的运动学标定方法更为有

效。将主要的制造、装配误差归结为机械臂各关节的

连杆参数误差和运动变量误差［３５］，即 ＤＨ参数误差，
并进行标定，从而获得精确的运动学模型。刘志等［６］

提出了结合几何辨识和参数辨识的两步标定方法。何

锐波等［７８］利用ＰＯＥ公式详细推导了包含关节角度误
差的机器人运动学参数标定误差模型，并分析了机器

人各类参数之间的相关性。ＶＥＲＬ等［９］根据辨识矩阵

条件数确定了测量构型的选取方法，研究了测量构型

的选取数量与末端位姿误差之间的关系。

机器人标定技术通常与测量技术相结合实现机器

人精度的提高，常见的测量工具包括三坐标测量

仪［１０］、球杆仪［１１］及激光跟踪仪［１２１３］等，先进的测量设

备能够大大提高标定精度和标定效率并简化标定过

程。激光跟踪仪利用激光测量原理能够获得空间任意

点的三维坐标，具有精度高、效率高及实时跟踪测量等

优势，为机器人标定技术的研究提供了很大的便利。

因此，激光跟踪仪被广泛应用于机器人标定研究。

本文中重点研究ＵＲ３６Ｒ型串联机器人的出厂前
位置精度标定问题。基于机器人末端工作空间的出现

频率概率分布确定机器人测量空间域，以激光跟踪仪

测量空间域内的机器人末端位置，基于自适应步长的

ＬＭ算法，对机器人各关节进行参数估计，实验结果表
明该标定方法可以提高机器人位置精度。

１　机器人标定流程
机器人几何误差是指各连杆、连接件等机器零件

在生产过程中，由几何外形或尺寸的偏差造成零件本

身的误差。在诸多影响机器人精度的因素中，几何误

差占 ８０％左右，机器人运动学标定主要研究制造误
差、安装误差及编码器零位误差等造成的几何误差。

机器人运动学标定中的核心内容是根据所使用测

量工具的特点，以测量数据与理论运动学模型输出之

间的残差作为误差运动学模型，进而识别几何误差参

数，一般包括４个步骤：建模、测量、参数辨识及误差补
偿。标定流程如图１所示：①利用机器人正运动学方
程建立机器人的位置误差函数；②根据测量和标定的
需求选择合适的理想运动学参数Ｘ０；③利用正运动学
模型计算理想情况下对应的末端位置 Ｐ；④通过测量
工具获得机器人末端实际位置 Ｐ；⑤将理想位置 Ｐ
与实际测量位置Ｐ作差，得到末端位置误差函数ΔＰ；
⑥利用ＬＭ算法进行寻优，得到运动学参数标定值 Ｘ，
并修正机器人系统中的运动学模型。

图１　机器人标定流程图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｒｏｂｏｔｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

２　实验平台搭建
笔者以出厂前ＵＲ３６Ｒ型串联机器人作为研究对

象，机器人额定负载为３０Ｎ，结构示意图如图２所示，
是一种开环运动结构，其重复定位精度为０．０２ｍｍ，但
在出厂前该机器人绝对定位精度较差。

１—肩膀；２—手肘；３—手腕２；４—手腕３；５—手腕１；６—基座。

图２　ＵＲ３机器人结构示意图
Ｆｉｇｕｒｅ２　ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆＵＲ３ｒｏｂｏｔ

测量工具采用ＬｅｉｃａＡＴ９０１ＭＲ型激光跟踪仪，该
仪器基于球坐标系采集反射靶球的位置数据，其测量

范围可达５０ｍ，测量精度为１５μｍ＋６μｍ／ｍ，满足机
器人标定的测量精度要求。

实验现场如图３所示，机器人系统包括机器人本
体、控制器及示教器；激光跟踪仪系统包括激光跟踪仪

本体、控制器、气象站、反射靶球、计算机及电源，其中

反射靶球固定在机器人末端法兰铝板表面，ＵＲ３机器
人安装在定位板上，反射靶球在机器人工具坐标系下

的位置坐标为（６９．９７ｍｍ，－７０．２０ｍｍ，２２．５２ｍｍ）。
３　几何参数估计模型

依据ＤＨ参数法，建立机器人运动学模型，结合测
量数据推导出误差运动学模型，最后基于自适应步长

的ＬＭ算法对其进行求解，获得几何参数标定值。
３．１　运动学模型

根据ＤＨ参数法，为ＵＲ３机器人的每一个关节建
立一个坐标系，如图４所示，用连杆参数描述机构的运
动关系，连杆理论参数值如表１所示。
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图３　机器人标定实验现场
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｉｔｅｏｆｒｏｂｏｔｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

图４　ＵＲ３机器人ＤＨ模型连杆坐标系
Ｆｉｇｕｒｅ４　ＣｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆＤＨｍｏｄｅｌｏｆ

ｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｏｄｏｆＵＲ３ｒｏｂｏｔ
表１　ＵＲ３机器人连杆理论参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｎｏｍｉｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇ
ｒｏｄｏｆＵＲ３ｒｏｂｏｔ

序号 杆长ａｉ－１／ｍｍ 扭角αｉ－１／（°） 偏置ｄｉ／ｍｍ 转角θｉ／（°）

１ ０．００ ９０ １５１．９０ ０
２ ２４３．６５ ０ ０．００ －９０
３ ２１３．２５ ０ ０．００ ０
４ ０．００ ９０ １１２．３５ －９０
５ ０．００ －９０ ８５．３５ ０
６ ０．００ ０ ８１．９０ ０

　　根据图４中 ＤＨ模型连杆坐标系，相邻两连杆坐
标系之间的变换矩阵为

ｉ－１Ｔｉ＝ｒｏｔ（ｚｉ－１，θｉ）ｔｒａｎｓ（ｚｉ－１，ｄｉ）ｔｒａｎｓ（ｘｉ－１，αｉ）ｒｏｔ
（ｘｉ，αｉ）＝
ｃｏｓθｉ －ｓｉｎθｉｃｏｓαｉ ｓｉｎθｉｓｉｎαｉ αｉｃｏｓθｉ
ｓｉｎθｉ ｃｏｓθｉｃｏｓαｉ －ｃｏｓθｉｓｉｎαｉ αｉｓｉｎθｉ
０ ｓｉｎαｉ ｃｏｓαｉ ｄｉ













０ ０ ０ １

。

ＵＲ３机器人运动学变换矩阵为
０Ｔ７＝

０Ｔ１
１Ｔ２

２Ｔ３
３Ｔ４

４Ｔ５
５Ｔ６

６Ｔ７。
式中：

６Ｔ７＝

１ ０ ０ ｘ
０ １ ０ ｙ
０ ０ １ ｚ











０ ０ ０ １

；ｘ，ｙ，ｚ为末端反射靶球在工

具坐标系下的坐标值。

３．２　机器人误差运动学模型
通过在机器人的每个连杆上建立相应的齐次矩阵

构建出机器人的运动学模型，将机器人的理论 ＤＨ参
数（ａｉ，αｉ，ｄｉ，θｉ）（ｉ＝１～６）及反射靶球在末端工具坐
标系下的位置坐标（ｘ，ｙ，ｚ）（共４×６＋３＝２７个参数）
代入到机器人运动学模型中，可得反射靶球基于机器

人基坐标系下的位置函数

Ｐ＝ｆ（Ｘ０）。
式中：Ｘ０是由上述２７个几何参数组成的向量，

Ｐ＝［Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ］
Ｔ。

机器人由于其机械结构本体的几何精度、装配误

差和传动误差等因素，致使其理论ＤＨ参数（ａｉ，αｉ，ｄｉ，
θｉ）（ｉ＝１～６）必然存在误差。另外，反射靶球相对于
工具坐标系的安装位置也存在误差，致使机器人在运

动过程中反射靶球的实际位置与理论位置形成一定的

偏差。反射靶球的实际位置函数

Ｐ′＝ｆ（Ｘ′）。
式中：Ｘ′是参数标定值，

Ｐ′＝［Ｐ′ｘ，Ｐ′ｙ，Ｐ′ｚ］
Ｔ。

利用激光跟踪仪采集末端反射靶球的位置数据

Ｐ，则反射靶球的位置误差函数
ΔＰｊ＝Ｐｊ －Ｐ′ｊ。

式中：ΔＰｊ为第ｊ个被测量点的位置误差函数，且ΔＰｊ＝
［ΔＰｘｊ，ΔＰｙｊ，ΔＰｚｊ］

Ｔ。

由反射靶球的位置误差函数构造函数

ｅ（Ｘ）＝［‖ΔＰ１‖
２，‖ΔＰ２‖

２，…，‖ΔＰｍ‖
２］Ｔ。

式中：ｍ为被测量点的个数，Ｘ为待修正参数。
以函数ｅ（Ｘ）构造出最小二乘目标函数

Ｅ（Ｘ）＝ｍｉｎ １２ｅ（Ｘ）
Ｔｅ（Ｘ( )）。

３．３　利用ＬＭ算法迭代求解参数标定值
ＬＭ算法（ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｔ算法［１４］）是梯度下

降法和高斯牛顿法（ＧａｕｓｓＮｅｗｔｏｎ）的结合，其具有高
斯牛顿法的快速收敛特性及梯度下降法的全局特性，
目的在于解决Ｈｅｓｓｉａｎ构造矩阵的非正定问题和奇异
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问题，适用于求解非线性多元目标函数的最优问

题［１５］，因此，可以求解最小二乘目标函数Ｅ（Ｘ）。
利用ＬＭ算法进行迭代运算，便可获得参数 Ｘ标

定值，求解目标函数Ｅ（Ｘ）的具体步骤如下：
１）将理论参数作为初始值 Ｘ０，选取 μ＝０．０１，阻

尼因子调整系数ｖ取２～３，精度ε＝１０－６；
２）读入末端反射靶球的位置数据及相应的６个

关节角位移；

３）计算 ｅ（Ｘ）ｋ＝［‖ΔＰ１‖
２，‖ΔＰ２‖

２，…，

‖ΔＰｍ‖
２］Ｔｋ及Ｅ（Ｘ）ｋ＝（

１
２ｅ（Ｘ）

Ｔｅ（Ｘ））ｋ；

４）构造Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵Ｊ（Ｘ），Ｊ（Ｘ）ｉｊ＝
ｅｉ

Ｘｊ（Ｘ）
；

５）计算 ΔＸｋ＝－（Ｊ（Ｘ）
Ｔ
ｋＪ（Ｘ）ｋ＋μＩ）

－１Ｊ（Ｘ）Ｔｋ
ｅ（Ｘ）ｋ及Ｘｋ＋１＝Ｘｋ＋ΔＸｋ；
６）判断‖ΔＸｋ‖≤ε（‖Ｘｋ‖ ＋ε），若是，则转

（７），否则转（９）；

７）计算增益比λ＝
２（Ｅ（Ｘ）ｋ＋１－Ｅ（Ｘ））

ΔＸＴｋ（Ｊ（Ｘ）
Ｔ
ｋｅ（Ｘ）ｋ－μΔＸｋ）

；

８）判断增益比λ的正负情况，若 λ＞０，则 μ＝μ／
ｖ，否则μ＝μｖ，转３）；
９）输出参数标定值。

４　标定实验研究
通过激光跟踪仪与机器人相互配合，标定机器人

的位置定位精度。实验在室温为２５°的实验室环境下
进行，为激光跟踪仪构造了良好的测量环境。

４．１　实验步骤
基于所述的机器人运动学标定过程，课题组对

ＵＲ３机器人标定实验具体步骤如图５所示。

图５　机器人标定步骤
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｓｔｅｐｓｏｆｒｏｂｏｔｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

４．２　机器人基坐标系建立
基于最小二乘圆拟合法，在 ＳＡ软件中建立机器

人基坐标系。为精确映射出机器人基坐标系的空间位

姿，均是将反射靶球固定在相应关节上，进而拟合出该

关节轴线，减少了其它关节的影响。

首先，根据ＵＲ３机器人的技术文件，确定机器人
基坐标系相对于机器人本体的位姿，即坐标系原点和

坐标轴的相对位置，然后利用激光跟踪仪，在 ＳＡ软件
中建立基坐标系，如图６所示，具体步骤如下：
１）首先将机器人运动到零点位置，测量拟合出基

座安装平面Ａ；
２）将反射靶球固定在关节１上，单独旋转关节１，

同时采集反射靶球的位置数据，利用最小二乘圆拟合

法拟合出关节１轴线ｌ１的空间位姿；
３）将关节１归零位，单独旋转关节２，同时采集固

定在关节２上的反射靶球的位置数据，拟合出关节２
轴线ｌ２的空间位姿；
４）轴线ｌ１与平面Ａ的交点为基坐标系原点，同时

以轴线ｌ１和ｌ２分别作为ｚ轴方向和ｙ轴方向。

图６　机器人基坐标系示意图
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｂａｓｅ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｒｏｂｏｔ
在ＳＡ软件中建立基坐标系后，将激光跟踪仪的

测量坐标系转移至所建立的基坐标系上，保证后续测

量均是基于机器人基坐标系下。

４．３　位置数据采集及参数求解
将机器人ＴＣＰ（ＴｏｏｌＣｅｎｔｅｒＰｏｉｎｔ）转移至反射靶球

中心位置处，反射靶球的理论位置数据通过机器人控

制器获得，其实际位置数据通过激光跟踪仪测量获得。

基于机器人末端出现工作空间的频率概率分布确

定机器人测量空间域，在测量空间域内采集３５个空间
点位置数据，被测量点实际位置数据及相应各关节角

度值如表２所示，前３０个点用于参数估计，后５个点用
于验证标定结果。被测量点的空间分布如图７所示，从
图７中可以看出，估计点均散布在测量空间域内，验证
点的空间分布比较分散，其中３个验证点分布在测量空
间域内，另外２个验证点分布在测量空间域外。
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图７　３５个被测量点的空间分布示意图
Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｐａｃｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ３５ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｐｏｉｎｔｓ

　　利用ＭＡＴＬＡＢ软件，将测量空间域内３０个估计
点的位置数据代入误差运动学方程中，并结合 ＬＭ算
法对此方程进行求解，解算出２７个参数的标定值，并
修正机器人系统中的运动学模型。将标定前后２７个
参数值作对比，得出经 ＬＭ算法估计出的参数值与理
论值存在一定的偏差，说明机器人在制造和装配等阶

段引入了几何误差，导致机器人运动学模型偏离了理

论模型。

４．４　标定结果验证分析
表２中后５个验证点，标定前后理论坐标值如表

３所示，可以得出标定前后５个验证点的位置均有所
变化，其中验证点 ５的理论位置误差达到 ４．１０５７
ｍｍ，说明经ＬＭ算法估计出的参数值对机器人理论运
动学模型作了很大改动。

表２　激光跟踪仪测量数据和相应各关节角度数据
Ｔａｂｌｅ２　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｄａｔａｏｆｌａｓｅｒｔｒａｃｋｅｒａｎｄｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇａｎｇｌｅｖａｌｕｅｓｏｆｊｏｉｎｔｓ

序号
被测量坐标值／ｍｍ

ｘ ｙ ｚ
对应被测量点的各关节角度值／（°）

θ１ θ２ θ３ θ４ θ５ θ６
１ －１４９．０２ －２０７．５０ ７４２．６０ －１４．６９ －７４．７６ －１６．６４ －５７．２３ －１８．５７ ７７．６４
２ －１３０．４３ －１３４．５７ ６００．８６ －１２．９９ －１０９．１３ ９０．５５ －１０９．４１ ２８．１６ ３７．７２
３ －２７４．６８ －８２．７８ ５９９．８４ －１１．３９ －７２．６１ ４８．７７ －８４．４１ ４３．４７ ７．７３
４ －２８９．７４ －８０．１３ ５７１．１４ －１０．２８ －６２．３９ ４１．２７ －９９．６９ ４４．５６ １０．２６
５ －３４１．１２ －４５．７８ ５０６．４６ －９．８２ －５９．８５ ５６．５５ －１０１．５９ ５７．３４ ８．３６
６ －３６０．０７ －５８．４６ ４７３．５８ －９．６０ －６０．６５ ６６．７７ －１０２．１４ ５０．９６ ８．９０
７ －２１２．０８ ７．７９ ５９１．１２ －２９．９２ －６０．４０ ２０．２５ －１０８．５２ ５８．６１ ８．３１
８ －３５０．８１ ２４７．３４ ６３１．９１ －６２．９１ －３５．１０ －４４．２９ －３５．５２ ４５．３７ １４６．３６
９ －２９０．２０ －５４．０８ ５６２．３０ －６．０２ －２２．７１ －９０．２１ －６４．４５ －６０．４９ ２００．３１
１０ －２７３．７５ －１３７．８１ ４８５．７７ －２１．７６ －１０８．３３ １１３．１１ －１１８．９９ －６．４１ ４２０．７５
１１ －９７．８９ －２０５．１９ ４７３．８９ －５．１１ －１１８．５６ １２３．６３ －１３８．３８ ２．２９ ３９９．７１
１２ －１６５．８０ －１８４．６３ ５２３．２３ －２６．６３ －１２８．８１ １１１．０５ －１１７．２５ －１３．３７ ４１０．５７
１３ －２０８．３３ －１５４．７０ ４６４．２３ －３６．１１ －１２４．１１ ９９．８４ －１２９．７１ －４２．２０ ３７１．９４
１４ －４３５．３４ ３０．３７ ２１８．０６ －３９．０８ －５４．００ ８８．６４ －１２５．１６ －４４．９５ １７．８７
１５ －４３０．７６ －３０．２６ ４１５．５１ －３１．８０ －６４．６５ ６９．１５ －１２７．００ －２９．７４ ３１．２０
１６ －３６０．７２ －１１６．８９ ４７９．７２ －２１．２０ －７２．１６ ６３．０９ －１０７．１５ －１７．１７ １５．５８
１７ －３７２．８６ －１４７．４８ ４８９．３５ －１６．９４ －７２．９７ ５４．４３ －７９．９２ －２８．５４ ２１．８１
１８ －３７４．７１ －４４．５５ ４０８．７３ －２９．９６ －６６．７０ ５４．４３ －９３．５８ －２７．９０ －１９．９９
１９ －３４４．５８ －７．８７ ４４３．４２ －３６．７７ －６６．７０ ５４．４３ －１１６．１３ ９．４６ －３２．４８
２０ －２９４．１１ －７４．２５ ４５６．７２ －２８．５４ －７１．８８ ５９．２７ －１４０．９７ １１．８４ －１７．４０
２１ －２９３．４２ －２２．７０ ４２４．９４ －３７．９４ －７２．３０ ６５．２０ －１５４．１３ ２０．７８ －２４．６９
２２ －２７８．７６ －８２．６９ ３８８．６８ －２４．１２ －７２．３１ ６０．４３ －１８９．９８ ５０．１２ －５１．７８
２３ －３４６．６３ －１５１．８０ ４５１．９６ －１５．０８ －７３．９１ ６１．００ －１８０．６２ ２２．３０ －８９．００
２４ －３３９．９２ ４６．６５ ５９１．８１ －４８．４３ －８６．００ ６１．００ －１８２．０９ ２．４０ －１２８．０５
２５ －３０８．３４ ９９．０９ ５５９．９６ －５６．１８ －９２．２２ ５９．４４ －１６５．３６ －１２．１３ －９５．００
２６ －２８６．６３ ６．７３ ５７１．５３ －４７．６３ －９２．２２ ４８．６９ －１７１．６８ －１３．３２ －６７．８６
２７ －２５２．２３ ４８．１７ ６１２．９６ －５９．６５ －９７．６１ ５７．８１ －２０１．５７ －１９．１０ －８３．２５
２８ －１９２．９４ ２６．６８ ６４９．５４ －７２．７７ －１０５．１４ ６４．４０ －２１９．９５ －２３．５０ －１０５．０２
２９ －２４３．５５ －３３．２８ ６３１．５６ －４２．５３ －９６．８２ ４９．３５ －１９３．３２ －２３．０４ －７９．１３
３０ －３２９．２２ ７５．９６ ４４８．８９ －３１．９０ －８６．８７ ９４．０９ －２２１．３４ －５９．２７ －８９．４５
３１ －２４４．７５ －１７１．４５ ６２０．０６ －２３．８８ －８９．５２ ５６．３８ －１５５．１１ －３９．０３ ６０．２２
３２ －２７９．９１ ８０．９３ ６２５．４５ －５８．５９ －６１．８９ ３６．５２ －１６２．０８ ２１．６３ １１４．２２
３３ －２０２．４８ －７０．８２ ４８３．９９ －２８．６９ －８６．５８ ７７．６４ －１３１．９６ ４７．３８ ３３４．８３
３４ ３８９．６７ －４４．２３ ４４０．２６ －１９０．４５ ６．７７ －４４．２６ －１２６．４４ １１６．４６ １０９．５６
３５ １５８．９９ ２０４．８０ ５６３．６６ －１４４．９０ －１５．５４ －３９．５５ －１２６．５９ ８５．７６ １０９．３９

·５·　［研究·设计］ 　 　 皇甫亚波，等：基于ＬＭ算法的机器人运动学标定 　 　 　　　　　　　



表３　标定前后验证点的理论位置数据
Ｔａｂｌｅ３　Ｎｏｍｉｎａｌｐｏｓｉｔｉｏｎｄａｔａｏｆｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｐｏｉｎｔｓｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｍ

验证点
标定前验证点理论位置

ｘ ｙ ｚ

标定验证点理论位置

ｘ ｙ ｚ
位置误差／Δｅ

１ －２４５．５８ －１６８．７４ ６２０．９４ －２４３．６３ －１７１．９０ ６１９．６８ ３．９２１２

２ －２７９．００ ８０．０４ ６２５．３７ －２７８．４３ ７９．９３ ６２４．５４ １．０１２９

３ －２０１．５２ －７０．２６ ４８５．０３ －２０１．４７ －７０．６８ ４８４．４３ ０．７３４１

４ ３８６．５５ －４３．２６ ４４１．５４ ３８８．６１ －４５．６０ ４３９．６０ ３．６７１９

５ １５５．６０ ２０３．７１ ５６３．５０ １５９．５９ ２０３．３８ ５６２．５９ ４．１０５７

　　机器人标定后，利用激光跟踪仪再次采集验证点
的实际位置数据，将实际位置数据与表３中标定后验
证点的理论位置数据作比较，可以得到５个验证点的
位置误差。与标定前５个验证点的位置误差作对比，
如表４所示，利用ＭＡＴＬＡＢ软件对表４中数据进行处
理，得到标定前后验证点的位置误差曲线如图８所示。

表４　标定前后验证点的位置误差
Ｔａｂｌｅ４　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ
ｐｏｉｎｔｓｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ ｍｍ

验
证
点

标定前位置误差

Δｘ Δｙ Δｚ Δｅ

标定后位置误差

Δｘ Δｙ Δｚ Δｅ

１ ０．８３ －２．７１　－０．８８　２．９６７７ －１．１０ ０．４４ ０．３９　１．２４７３

２ －０．９１ ０．８９ ０．０８ １．２７５４ －１．４６ ０．９９ ０．９０ １．９８０３

３ －０．９６ －０．５６ －１．０４ １．５２２１ －０．９３－０．１６－０．３９ １．０２１１

４ ３．１２ －０．９７ －１．２８ ３．５０９１ １．０２ １．３７ ０．６９ １．８４２１

５ ３．３９ １．０９ ０．１６ ３．５６４５ －０．５８ １．４３ １．０６ １．８７２１

图８　标定前后验证点的位置误差曲线图
Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ

ｐｏｉｎｔｓｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

　　由图８可以看出：标定后位置误差曲线相对比较
平稳，波动较小，误差平均值均向零轴靠拢。从表４中
数据计算得出，在 ｘ，ｙ，ｚ单方向上的误差跳动值［１３］１９８

（最大值与最小值之差）由原来的 ４．３５，３．８０，１．４４
ｍｍ变为２．４８，１．５９，１．４５ｍｍ，ｘ，ｙ单方向上的误差跳
动值分别减小了１．８７ｍｍ和２．２１ｍｍ，ｚ方向上的误
差跳动值基本保持不变。

前３个验证点均分布在测量空间域内，标定之后
验证点１和验证点３的误差下降，而验证点２的误差
增大，这说明标定前机器人各关节处于某角度时反射

靶球的位置精度相对较高，而通过ＬＭ算法和３０个估
计点标定之后，可能会导致该位置的误差增大，因为，

此标定方法仅保证反射靶球在当前３０个位置处的误
差和最小，而不能达到反射靶球在每个位置处的位置

精度均提高。

验证点４和５均位于测量空间域外，而其位置误
差有所改善，这说明该标定方法不仅对测量空间域的

位置精度的提高有效，而且对机器人整个工作空间的

位置精度的提高均是有效的，上述５个验证点数据准
确地反映出标定结果。

采用平均误差和均方根误差对标定效果进行评

价，其公式分别如下：

ｅｍｅａｎ ＝
１
ｍ∑

ｍ

φ＝１
Δｅφ；

ｅＲＭＳ ＝
１
ｍ∑

ｍ

φ＝１
Δｅ２

槡 φ。

式中ｍ为被测量点的个数。
针对表４中数据进行误差统计，如表５所示。

表５　标定前后的误差统计
Ｔａｂｌｅ５　Ｅｒｒｏｒｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎ

验证参数 标定前／ｍｍ 标定后／ｍｍ 精度提高／％

最大误差 ３．５６４５ １．８７２１ ４７．４８

平均误差 ２．５６７８ １．５９２６ ３７．９８

均方根误差 ２．７４８５ １．６３８２ ４０．４０
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　　从表５中的数据可以得出：机器人运动学标定之
后最大误差降低４７．４８％，平均误差降低３７．９８％，均
方根误差降低４０．４０％。故该标定方法有效的改善了
机器人工作空间的位置精度，并且用于估计的被测量

点个数较少，提高了标定效率。

５　结语
１）搭建了针对ＵＲ３机器人位置精度标定的实验

平台，根据实验平台和理论运动学模型，确定了需要修

正的２７个参数，构造了末端反射靶球的位置误差与几
何参数的关系方程，给出了 ＬＭ算法求解几何参数标
定值的步骤。

２）基于最小二乘圆拟合法，利用激光跟踪仪，在
ＳＡ软件中建立了机器人基坐标系并作为测量坐标系，
实现了机器人基坐标系与激光跟踪仪测量坐标系的

统一。

３）基于机器人末端出现工作空间的频率概率分
布确定机器人测量空间域，利用激光跟踪仪测量位于

测量空间域内的机器人末端位置，将测量数据和机器

人各关节角度值代入关系方程，求解机器人运动学参

数标定值，以此参数修正机器人系统的运动学模型。

４）以任意５个空间点对标定结果进行实验验证，
结果显示该标定方法不仅提高测量空间域中末端位置

精度，也对机器人整个工作空间的位置精度有所提高。

５）针对５个验证点进行误差统计，结果显示标定
之后最大误差降低了４７．４８％，平均误差降低了 ３７．
９８％，均方根误差降低了４０．４０％，说明了该标定方法
的有效性，并且用于估计的被测量点个数较少，提高了

标定效率。
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［信息·简讯］

·产品信息· 西门子发布 ＡＲＰＥＸ全钢联轴器
在２０１７年德国汉诺威工业博览会上，西门子展出了扭转刚性全钢膜片式联轴器系列：Ｎ－ＡＲＰＥＸ联轴器。优化的膜片，改进

的部件设计，可使标准轮毂传递更大扭矩和转速，开孔范围更大。

ＮＡＲＰＥＸ膜片联轴器适用于既要求轴位移又要求可靠传递扭矩的所有应用，可用于驱动泵、风机、压缩机、发电机和透平以及
造纸与印刷机械等。此联轴器符合欧盟指令２０１４／３４／ＥＵ，满足 ＡＰＩ６１０／ＩＳＯ１３７０９和 ＡＰＩ６７１／ＩＳＯ１０４４１标准要求。ＮＡＲＰＥＸ膜片
联轴器可耐受－５０℃的低温，比之前ＡＲＰＥＸ系列低１０℃。

膜片联轴器支持轴向、角度和径向偏移补偿。膜片材质采用不锈钢弹簧钢制作，不易磨损，而且免维护。

（朱建芸）

·７·　［研究·设计］ 　 　 皇甫亚波，等：基于ＬＭ算法的机器人运动学标定 　 　 　　　　　　　


