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摘　要：针对高端制造业对大型、薄壁及复杂曲面工件的精密、高效和柔性加工的需求，课题组设计了一种基于６ＳＰＵ并
联机构的新型步行式铆孔机器人。首先，建立了机构的位置逆解的数学模型；然后，通过螺旋理论推导出机构的雅可比

矩阵，同时考虑支链的刚度系数，建立了机构的全刚度矩阵及刚度模型；最后，对机构在静载荷作用下动平台变形进行了

分析，同时分析了机构的刚度特性分布及相关参数对其的影响，并和有限元仿真结果进行对比，验证了刚度模型的合理

性。该研究为自动铆接机器人的结构优化及性能分析提供了参考依据。
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　　为满足一些高端制造业对大型、薄壁及复杂曲面
工件的精密、高效和柔性加工的需求，自动化铆接机器

人正日益成为智能制造的主流装备。

刚度是满足机器人作业单元的重要性能指标。机

器人的刚度随其位形而变化［１］，因此需在机构设计阶

段快速预估出末端刚度在工作空间内的变化规律，以

便为机械结构的详细设计提供必要的理论依据。

机构整机变形量与其末端执行器所受静载荷间的

映射关系称为机构的静刚度，是影响机器人定位精度

的重要因素［２］。目前机构静刚度分析方法主要包括

两种：有限元分析法和模型解析法。为便于分析整个

工作空间中静刚度随位型的变化规律和参数优化，一

些学者提出了静刚度模型的解析或半解析方法。

Ｇｏｓｓｅｌｉｎ［３］采用虚功原理构建了并联机构末端力
与动平台变形之间的映射关系。周玉林等［４］应用小

变形叠加原理，推导出三自由度球面并联机构的整体

柔度及刚度矩阵，并采用正交变换方法，获得了机构的

６个主刚度指标、最大／最小刚度及其方向。窦永磊
等［５］计入所有支链构件及关节的弹性，基于全变形雅

可比矩阵，构造出多种混联机器人的半解析静刚度模
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型，通过算例揭示了整机静刚度在任务空间中随位形

的变化规律。Ｃａｏ等［６］提出了对过约束 ＳＣＡＲＡ运动
并联机构进行刚度建模的一种通用方法。张东胜

等［７］针对基于２ＲＰＵ／ＵＰＲ机构的五自由度混联机器
人，分别求解了并联、串联部分的静刚度模型，从构造

系统的力旋量系和弹性变形协调条件入手，简单且快

速地建立了混联机器人的整体刚度模型，并求解了整

机静刚度在任务空间中随位形变化分布图。张俊

等［８］分别采用虚拟关节法和有限元法计入Ｅｘｅｃｈｏｎ并
联模块各关节和支链体的柔性，通过推导动平台和支

链装配体间的变形协调方程，构建出系统的弹性静力

学模型，由系统方程抽取动平台刚度矩阵，据此预估了

Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块在典型位姿和工作全域内的刚度
性能。

课题组以基于６ＳＰＵ并联机构的新型步行式铆孔
机器人为研究对象，研究分析其在工作空间内的刚度

分布情况，并对影响并联机构刚度特性的一些参数进

行了进一步分析。首先，建立了机构的位置逆解模型；

然后，通过机构的力雅可比矩阵推导了机构的雅可比

矩阵，同时考虑支链的刚度系数，构建了６ＳＰＵ并联机
构刚度矩阵；最后，在一定载荷作用下对机构动平台的

变形大小进行了分析，同时分析了机构的刚度特性分

布及相关参数对其的影响，并通过有限元仿真进行了

验证对比。

１　机器人构型简介及位置逆解
１．１　机器人构型

为完成大型薄壁自由曲面工件表面的铆接制孔任

务，课题组设计了一种基于６ＳＰＵ（Ｓ表示球面副，Ｐ表
示移动驱动副，Ｕ表示万向铰）六自由度并联机构的步
行式铆接机器人［９］。如图１所示，该机器人足端锁紧
环可与定平台上的锁紧销可靠嵌入及脱离，实现摆腿／
落腿运动。机器人行至目的工位时动平台调姿、各足

支撑于定平台，固结于动平台的铆枪执行加工任务。

课题组提出的３闭环支链６ＳＰＵ并联机构，每条
支链（步行腿）均为一个含复合球面副 Ｓ的２ＳＰＵ两
自由度并联机构，可实现沿某一锁紧销队列的直线步

行，且保持落足姿态恒与定平台垂直。

１．２　位置逆解
如图２所示，建立定平台坐标系｛Ｏｘｙｚ｝：坐标系

原点Ｏ为等边三角形定平台的形心，ｘ轴正方向由 Ｏ
指向复合球面副形心 Ｂ１（Ｂ２）；ｚ轴正方向垂直定平台
向上；ｙ轴正方向由右手法则确定。建立动平台坐标
系｛Ｐｕｖｗ｝：坐标系原点 Ｐ为六边形动平台的形心，ｕ

图１　铆接机器人加工示意图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ
ｒｉｖｅｔｉｎｇｒｏｂｏｔｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ

轴正方向由Ｐ指向动平台上两 Ｕ副形心 Ａ１和 Ａ２的连
线中点，ｗ轴正方向垂直动平台向上，ｖ轴正方向由右
手法则确定。以支链一为例说明建立支链坐标系｛Ｂｊ
ｘＢｊｙＢｊｚＢｊ｝（ｊ＝１～６，下同）的方法：坐标系原点取Ｂ１，ｙＢ１
轴正方向由 Ｂ１指向 Ｂ３，ｚＢ１轴正方向垂直于 Ｂ１Ｂ３Ｂ５所
在平面且向外，ｘＢ１轴正方向由右手法则确定。

记定、动平台外接圆半径分别为 ＲＯ和 ＲＰ，动平台
长边所对圆心角为２θ。机构初始位形为动、定平台平
行，且动、定坐标系各坐标轴分别平行。

由图２可知动平台上各 Ｕ副形心 Ａｉ在动坐标系
｛Ｐｕｖｗ｝中的位置矢量ＡＰｉ为：

ＡＰ１＝（ＲＰｃｏｓθ，－ＲＰｓｉｎθ，０）；
ＡＰ２＝（ＲＰｃｏｓθ，ＲＰｓｉｎθ，０）；

ＡＰ３＝（ＲＰｃｏｓ（２π／３－θ），ＲＰｓｉｎ（２π／３－３θ），０）；
ＡＰ４＝（－ＲＰｓｉｎ（π／２－θ），ＲＰｃｏｓ（２π／３－３θ），０）；
ＡＰ５＝（－ＲＰｓｉｎ（π／６＋θ），－ＲＰｃｏｓ（π／６＋θ），０）；
ＡＰ６＝（ＲＰｓｉｎ（θ－π／６），－ＲＰｃｏｓ（θ－π／６），０）。
定平台内各复合球面副形心 Ｂｊ（ｊ＝１～３）在定坐

标系｛Ｏｘｙｚ｝中的位置矢量ＢＯｊ为：
ＢＯ１＝Ｂ

Ｏ
２＝（ＲＯ，０，０）；

ＢＯ３＝Ｂ
Ｏ
４＝（－ＲＯ／２，槡３ＲＯ／２，０）；

ＢＯ５＝Ｂ
Ｏ
６＝（－ＲＯ／２， 槡－３ＲＯ／２，０）。

６ＳＰＵ机构满足如下位置矢量方程：
ＢＯｊ＋ｑｉｎｉ＝Ｐ

Ｏ＋ＰＡＯｉ。 （１）
式中：ＰＡＯｉ＝Ｒ·ＰＡ

Ｐ
ｉ；ＰＡ

Ｐ
ｉ，ＰＡ

Ｏ
ｉ分别为ＰＡｉ在动、定平

台坐标系内的矢量；动平台形心在定坐标系中位置矢

量ＰＯ＝（ｘ，ｙ，ｚ），ｑｉ为驱动杆杆长，ｎｉ为驱动杆的单位
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图２　机构坐标系设置及初始位形
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ
ｓｅｔｔｉｎｇａｎｄｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

方向矢量。
Ｐ
ＯＲｘｙｚ（α，β，γ）是动坐标系相对于定坐标系的姿态

变换矩阵：

Ｐ
ＯＲｘｙｚ（α，β，γ）＝

ｃβｃγ ｓαｓβｃγ－ｃαｓγ ｃαｓβｃγ＋ｓαｓγ
ｃβｓγ ｓαｓβｓγ＋ｃαｃγ ｃαｓβｓγ－ｓαｃγ
－ｓβ ｓαｃβ ｃαｓ









β
。

式中ｓα，ｃα分别表示ｓｉｎα和ｃｏｓα；其余表达类似。
由式（１）可得驱动杆杆长ｑｉ及单位方向矢量ｎｉ：
ｑｉ＝‖Ｐ

Ｏ＋ＰＡＯｉ－Ｂ
Ｏ
ｊ‖；ｎｉ＝Ｐ

Ｏ＋ＰＡＯｉ－Ｂ
Ｏ
ｊ。（２）

２　机构静刚度建模
２．１　雅可比矩阵

６ＳＰＵ并联机构有６个自由度，记动平台６维输
出位移矢量为Ｘ＝（ｘｐ　ｙｐ　ｚｐ　α　β　γ）；机构６维
驱动位移矢量Ｑ＝［ｑ１　ｑ１　ｑ３　ｑ４　ｑ５　ｑ６］

Ｔ。

则机构的６维驱动速度矢量
Ｑ＝［ｑ１　ｑ２　ｑ３　ｑ４　ｑ５　ｑ６］

Ｔ。 （３）
动平台输出速度矢量

Ｘ＝
ωｐ
ｖ[ ]
ｐ

。 （４）

式中：ωｐ，ｖｐ分别是动平台的角速度、线速度矢量。

并联机构的运动关系可表示为

ＪｘＸ＝ＪｑＱ。 （５）
式中：Ｊｘ和Ｊｑ分别为正向和逆向雅可比矩阵。

又并联机构的雅可比矩阵Ｊ表示末端执行器速度
Ｘ与关节驱动速度 Ｑ的线性关系，即

ＪＸ＝Ｑ。 （６）
联立式（５）和式（６）可得机构的雅可比矩阵为

Ｊ＝Ｊ－１ｑ Ｊｘ。 （７）
为推导确定Ｊｘ和Ｊｑ，需把支链内所有单自由度运

动副分别用旋量＄ｉ（ｉ＝１～６）表示。
如图３所示，＄１ｉ，１（ｉ＋１），＄２ｉ，２（ｉ＋１），＄３ｉ，３（ｉ＋１）为复合

球面副 Ｓ的３个转动旋量；＄４ｉ和 ＄４（ｉ＋１）分别为每个
分支支链的驱动移动旋量；＄５ｉ，＄６ｉ，６（ｉ＋１）和 ＄５（ｉ＋１），
＄６ｉ，６（ｉ＋１）分别为支链内２个万向副的２个转动旋量。

图３　支链旋量
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｂｒａｎｃｈｓｐｉｎｏｒ

将每个分支支链均视为开链，则动平台的瞬时旋

量可表示为

＄Ｐ ＝∑６

ｉ＝１
ｑｉ＄ｉ。 （８）

根据参考文献［１０］，将式（８）两边同时对 ＄ｗｉ＝
　 ｎｉ
ＯＢｉ×ｎ[ ]

ｉ

求互易积，可得

＄ｗｉ·＄ｐ＝＄ｗｉ·＄４ｉ。 （９）
则根据以上各式可以确定Ｊｘ和Ｊｑ：

Ｊｘ＝

（ＯＢ１×ｎ１）
Ｔ　ｎＴ１

（ＯＢ２×ｎ２）
Ｔ　ｎＴ２

（ＯＢ３×ｎ３）
Ｔ　ｎＴ３

（ＯＢ４×ｎ４）
Ｔ　ｎＴ４

（ＯＢ５×ｎ５）
Ｔ　ｎＴ５

（ＯＢ６×ｎ６）
Ｔ　ｎＴ




















６

；Ｊｑ＝
１ … ０
 

０ …









１ （６×６）

。

·８· 　 轻工机械　ＬｉｇｈｔＩｎｄｕｓｔｒｙＭａｃｈｉｎｅｒｙ ２０１９年第２期



２．２　刚度模型
并联机构的静刚度矩阵是分析并联机构静刚度特

性的基础。由于影响并联机构静刚度的因素很多且并

非简单叠加关系，很难通过考虑所有因素获得理想的

分析结果［１１］。由于每条ＳＰＵ支链都有６个自由度，故
假设每条支链的变形只和驱动力有关。在驱动力 ｆｉ
的作用下会产生变形，则变形公式为：

ｆｉ＝ｋｉδｎｉ；ｋｉ＝
ＥＡ
ｑｉ
。 （１０）

式中：δｎｉ表示在驱动力的作用下支链的变形；ｋｉ表示支
链的刚度系数；Ｅ表示弹性模量；Ａ表示支链的横截
面积。

根据参考文献［１２］可知，并联机构的全刚度矩
阵为

Ｋ＝ＪＴＫａＪ。 （１１）
式中Ｋａ＝ｄｉａｇ［ｋ１　ｋ２　ｋ３　ｋ４　ｋ５　ｋ６］。

假设并联机器人动平台受到一个外部载荷作用，

在静坐标系中表示为Ｗ＝［Ｆ　Ｍ］Ｔ，其中Ｆ表示动平
台所受外力，Ｍ表示对动平台中心点的外力矩；且
Ｆ＝［Ｆｘ　Ｆｙ　Ｆｚ］

Ｔ，Ｍ＝［Ｍｘ　Ｍｙ　Ｍｚ］
Ｔ。令并联机

器人动平台在静坐标系下的微小位移分别表示为δ＝
［δｘ　δｙ　δｚ　δα　δβ　δγ］，则有

Ｗ＝Ｋδ。 （１２）
３　数值算例及仿真验证
３．１　数值算例

在并联机器人的相关参数确定之后，其刚度随着

位姿变化而改变。目前常作为并联机器人刚度评价指

标的主要有刚度矩阵条件数和特征值等［１３］。笔者将

采用６ＳＰＵ并联机构全刚度矩阵的最大特征值、最小
特征值和最小特征值与最大特征值之比 ＫＫＳＩ指标作为
并联机构的刚度评价指标［１４］。６ＳＰＵ并联机器人的
相关参数如表１所示。

表１　并联机器人相关参数
Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｒｅｌａｔｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ＲＰ／ｍｍ ＲＯ／ｍｍ Ｅ／ＧＰａ Ａ／ｍｍ２

３００ ３３０ ２０３ ４０００

　　在已知６ＳＰＵ并联机器人动平台姿态及工作载荷
时，其各方向变形量可由式（１２）计算得出。图４描绘
了并联机构在已知动平台姿态 α＝１０°，β＝１０°，γ＝
１０°时受到恒定静载荷（外界载荷）Ｆｘ＝１０００Ｎ的变
形量分布状况（α，β和 γ为动平台相对于静坐标系的
姿态角）。为了使动平台变形情况可以更加明确直观

的描述，笔者选取了在工作空间内的ｘ，ｙ在ｚ＝０．４５ｍ

平面上变形范围，并取沿各轴变形的绝对值进行分析

讨论。
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图４　动平台在静载荷下的变形分布
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇ

ｐｌａｔｆｏｒｍｕｎｄｅｒｓｔａｔｉｃｌｏａｄ
从图４可知，机构的动平台在 ｚ＝０．４５ｍ平面上

受到静载荷时，其在ｘ轴方向产生最大线变形，且最大
值为０．３６ｍｍ；其在绕 ｚ轴方向产生最大角变形。图
中可看出，其在每个轴所产生的线变形和角变形分布

情况都关于ｘ＝０对称。同时在ｙ位置确定的情况下，
ｘ处于边缘或者中心处，产生的变形较大；同样情况下
沿ｙ轴的变形分布情况也满足此规律。

根据机构的安全设计准则，应保证并联机器人的

最小刚度满足所需的安全要求及精度要求。课题组采

用并联机器人刚度矩阵的最小特征值 Ｋｍｉｎ、最大特征
值Ｋｍａｘ和ＫＫＳＩ指标作为评价机器人在工作空间内刚度
分布的指标，分析并联机构的刚度分布情况。ＫＫＳＩ指
标的定义［１５］为

ＫＫＳＩ＝
Ｋｍｉｎ
Ｋｍａｘ
。 （１３）

在ｚ＝０．４５ｍ平面的最大及最小刚度特征值分布
如图５所示。通过观察我们可以发现最小特征值
Ｋｍｉｎ、最大特征值 Ｋｍａｘ均在 ｘ＝０，ｙ＝０处取得最小值。
从图６可知，在ｚ＝０．４５ｍ及ｚ＝０．５０ｍ平面上ＫＫＳＩ分
布规律一致，且在中心点ｘ＝０，ｙ＝０处及边缘处较小，
说明在这些位置机构的刚度特性较差；机构的刚度特

性在ｚ＝０．４５ｍ时更佳。图７描绘了在动平台姿态
α＝１０°，β＝１０°，γ＝１０°，ｚ＝０．４５ｍ，ｘ＝０．１０ｍ，ｙ＝
０１０ｍ情况下，随着动、定平台半径 ＲＰ与 ＲＯ的变化
ＫＫＳＩ的分布情况。观察可以发现在动平台半径确定
时，定平台半径越大，机构的刚度特性越好，且在ＲＯ＝
０．３４ｍ，ＲＰ＝０．３０ｍ时ＫＫＳＩ取得最大值。
３．２　有限元仿真验证

选取动平台姿态α＝１０°，β＝１０°，γ＝１０°，ｚ＝０．４５
ｍ，ｘ＝０ｍ，ｙ＝０ｍ，采用 ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ进行有限
元仿真。通过ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ软件构建６ＳＰＵ机构的三维
模型，并根据实际要求装配其三维模型。然后依据式

图５　最大及最小刚度特征值分布图
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｍａｘｉｍｕｍａｎｄ

ｍｉｎｉｍｕｍｓｔｉｆｆｎｅｓｓｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓ

图６　ｚ＝０．４５ｍ及ｚ＝０．５０ｍ平面ＫＫＳＩ分布图

Ｆｉｇｕｒｅ６　ＫＫＳＩｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｍａｐａｔ

ｚ＝０．４５ｍａｎｄｚ＝０．５０ｍ

图７　ＫＫＳＩ随ＲＯ与ＲＰ的变化规律

Ｆｉｇｕｒｅ７　ＣｈａｎｇｅｏｆＫＫＳＩｗｉｔｈＲＯａｎｄＲＰ
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（２）计算出６ＳＰＵ机构的位姿参数，将机构按照位姿
参数进行调整，并根据其运动副设定构件之间的连接，

随后运用 ＡＮＳＹＳＷｏｒｋｂｅｎｃｈ进行有限元仿真。其构
件材料设定为结构钢，弹性模量 Ｅ＝２０３ＧＰａ，密度为
７８５０ｋｇ·ｍ－３，泊松比为０．３，屈服极限为３５０ＭＰａ。
并联机构整体使用四面体单元进行网格划分，整机共

有２７３７０个单元和８００９２个节点，如图８所示。

图８　并联机构网格划分模型
Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｍｅｓｈｉｎｇｍｏｄｅｌ

　　表２展示了数值计算与有限元仿真结果。从表中
数值对比可以发现有限元仿真的计算结果略大于数值

计算；同时两者的之间误差在允许的范围内，进而验证

了所建立刚度模型的正确性和有效性。

表２　数值计算与有限元仿真结果
Ｔａｂｌｅ２　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎａｎｄｆｉｎｉｔｅ

ｅｌｅｍｅｎｔｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

计算方式
ｘ方向线性

位移／ｍｍ

ｙ方向线性

位移／ｍｍ

ｚ方向线性

位移／ｍｍ

数值计算 ０．２８４ ０．０６９ ０．３１７

有限元仿真 ０．３２４ ０．０７６ ０．３７１

误差／％ １２．３５０ ９．３８０ １４．５６０

４　结语
课题组针对高端制造业对大型、薄壁及复杂曲面

工件的加工需求，提出了一种基于６ＳＰＵ并联机构的
新型步行式铆孔机器人。先建立了机构的位置逆解的

数学模型，然后通过螺旋理论推导出机构的雅可比矩

阵，同时结合支链的刚度系数，构建出并联机构的刚度

矩阵并写出其刚度模型。

最后，在机构受一定工作载荷情况下，对其动平台

变形进行数值仿真。分析结果发现：机构的动平台最

大线性变形发生在沿 ｘ轴方向，最大旋转变形发生在
绕ｚ轴的旋转方向，且沿各轴所发生的线性和旋转变
形分布均相对于ｘ＝０对称。选取其刚度矩阵最小、最

大特征值以及ＫＫＳＩ指标作为评价指标进行机构的刚度
特性分析，分析结果发现最小特征值 Ｋｍｉｎ、最大特征值
Ｋｍａｘ均在 ｘ＝０，ｙ＝０处取得最小值。不同 ｚ平面上
ＫＫＳＩ分布规律一致，且在中心点ｘ＝０，ｙ＝０处及边缘处
较小；在动平台姿态一定的情况下，分析了动、定平台

半径与机构刚度特性分布之间的联系，在动平台半径

确定时，定平台半径越大，机构的刚度特性越好。数值

计算与有限元仿真的结果相比较，验证了所建立的机

构刚度模型的合理性和正确性，为铆接机器人下一步

的优化设计和开发应用打下基础。
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