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颗粒惯性聚集现象的数值优化方法
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摘　要：为研究微通道内悬浮颗粒的惯性聚集现象，基于“运动相对性”原理，运用数值方法对颗粒在聚集过程中所受的
惯性升力进行计算。利用相对运动模型进行计算时，其关键点在于对所需计算的横向位置处的颗粒沿主流方向的稳定

运动速度的确定；通过“试凑法”对其进行近似确定，采用二分法、割线法和抛物线法等方法在相同条件下进行试凑计

算。比较上述方法在试凑颗粒稳定状态下平动速度和转动角速度的难易程度，结果表明“割线法”在试凑过程中具有明

显的优势，该算法求解颗粒平动速度和转动角速度时快速、高效及可靠。
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　　当均匀散布细颗粒的流体以低雷诺数层流流入直
管，经过足够长距离的流动后，会自发的进行径向迁

移，颗粒最终会被稳定地聚集在离管道轴心约０．６倍
半径的同心圆环状位置上运动，此即“惯性聚集”现

象［１２］。该现象表明：颗粒在低雷诺数层流管道内运动

时，除了受到主流方向运动的驱动力外，还会因受到垂

直于主流方向的横向升力而发生横向迁移。

颗粒的“惯性聚集”现象被发现后，引起一些学者

的关注［３５］，之后的研究中发现：颗粒这种自发进行的

惯性聚集现象，广泛存在于各种低雷诺数层流管道流

动中，并拥有巨大的应用价值。当前，惯性聚集效应与

微流控技术结合，已成功实现了对管道流体中颗粒的

操控，不仅可用于对颗粒或细胞的分离、筛选和聚焦，

而且还有望利用微流控技术研制出具有耗能低、产量

大及效率高的固液分离与净化装置。

ＤＩＣａｒｌｏ等［６］曾指出，引发“惯性聚集”现象的横

向升力本质上是由于流场惯性作用的结果，即在

ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程中含加速度的项。有研究发现［７］，

这个横向升力在空间分布上并不均匀，且存在零点，此

零点所在位置即是颗粒“惯性聚集”的位置。
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为深入揭示该横向升力的力学机理，在理论上［８９］

往往采用的是摄动法中的“匹配渐进展开法”求

ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方程的近似解，从而获取颗粒的“惯性聚
集”位置。但是求得摄动解的前提是基于“点颗粒”假

设，而在实际情况中，微流控器件操控的颗粒尺寸与通

道尺寸为同一量级，需视为有限尺寸颗粒，在通道中运

动时必然会对周围流场具有较强的反作用。用摄动法

推导得出的ＮＳ方程近似解并未反映颗粒的有限尺寸
效应，在解释惯性微流控器件中颗粒的“惯性聚集”现

象时具有很大的局限性。因此，理论求解难以反映具

有一定尺寸颗粒的水动力学行为。

目前对于颗粒惯性聚集现象的研究多集中于实验

研究，所关心的重点也多为颗粒的聚集形式以及受影

响的因素，而对于引起颗粒“惯性聚集”现象背后的横

向升力却探讨不足，其原因大概是微通道内颗粒的受

力难以测量所致。然而使用ＣＦＤ技术却很容易突破实
验测量上的困难，它易于获取流动中包括颗粒受力在内

的流动细节，颗粒占据有限空间，受力通过对颗粒表面

的压力与黏性力积分可以获得。ＤＩＣａｒｏｌ等［１０］鉴于应

用非定常算法对于“惯性聚集”现象数学描述上的困难，

开创性地提出“运动相对性原理”的概念，以一种更简单

的方式，对微通道颗粒所受的横向升力进行了数值计

算，并首次揭示了颗粒尺寸在研究惯性升力时的重要

性。王企鲲［１１］延用了Ｃａｒｏｌ提出的准定常算法，在方形
截面通道中利用ＣＦＤ技术，对直管通道内颗粒独特的
“惯性聚集”现象的力学机理进行了深入研究。

运用相对运动模型的重点在于如何快速获得颗粒

沿主流方向的稳定平移速度和转动角速度。实际情况

中，由于微通道中的颗粒均具有一定的尺寸，而不是

“点颗粒”，有限尺寸的颗粒会对其周围流场产生影

响，颗粒平动速度与转动角速度的数值大小与理想情

形下相比必然有所偏差。如此，这类问题便转化为常

规的求解非线性方程问题。

本文中颗粒“惯性聚集”对惯性升力的解决都可

归结为非线性方程ｆ（ｘ）＝０的求解。而此类方程的真
实解极难求得，在实际工程应用中也只需要其满足一

定精度的近似解即可。通过不断“试凑”颗粒的这两

个速度最终可以得出非线性方程的近似解，而二分法

是求解非线性方程这类问题最为典型与古老的方法，

通过将区间两个端点逐步缩小，进而求得非线性方程

的近似解。

二分法广泛应用于程序自动识别与检测中，在数

组中使用二分法是一种行之有效的方法。但二分法也

有不足之处，将二分法应用于求解计算非线性方程时，

计算量大且周期长。为此，课题组引入一种新的求解

方法，可以将非线性方程求根思想引入到确定相对模

型平移速度与转动角速度的过程之中，避免再试凑时

的盲目性，以期探索到一种较为高效的确定这两个速

度的方法，这有助于完善相对运动模型的实施过程。

１　计算模型与方法
１．１　数值计算模型简介

颗粒在直管道中“惯性聚集”过程中，进行ＣＦＤ模
拟计算时的难点在于：由于颗粒是运动的，作为流场固

体边界之一的颗粒表面的相对位置也是随时间推进而

发生变化的。这种流场在常规的静止坐标系下为典型

的非定常、动边界流动，需要采用动网格和时间推进等

技术进行ＣＦＤ求解，计算过程十分复杂且计算周期极
长。考虑到笔者研究对象是处于通道截面上不同横向

位置的颗粒所受的横向力，而并非颗粒在通道内运动

的历程，笔者利用运动相对性的基本思想建立一个相

对运动计算模型，以此将原本复杂的非定常、动网格计

算转化为定常、固定网格的计算，使计算过程大为

简化。

如图１所示，将参考坐标系 ｏ－ｘｙｚ建立于球形颗
粒中心，并以颗粒的平移速度ＵＰ与颗粒一起作等速平
移运动。在此平移坐标系ｏ－ｘｙｚ中：颗粒平移速度ＵＰ
为零，仅存在以坐标原点 ｏ为旋转中心的旋转运动。
通道壁面以颗粒的平移速度做反向移动。在平移坐标

系中，整个流场便褪化为定常流动，采用固定的网格系

统便可进行ＣＦＤ求解，从而能显著降低计算时间与计
算难度。再加之平移坐标系本质上仍是一个惯性坐标

系，常规的ＣＦＤ代码均可适用于对它的计算，仅需将
速度型边界条件根据运动相对性原理转为相对意义下

的值即可。

图１　相对运动模型
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｒｅｌａｔｉｖｅｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

１．２　迭代初始值的确定
与求解线性方程（组）不同，一般来说，求解非线

性方程（组）的迭代法收敛性往往依赖于迭代初始值

的选取。鉴于求解非线性方程计算量极大，为避免试
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凑时的盲目性，须先通过理论经验公式确定颗粒稳定

运动后的平移速度和转动角速度的近似值，以期达到

快速得出结果的目的。

由于颗粒在截面不同位置上达到稳定运动状态

后，其平移速度与周围流体速度极为接近，所以颗粒质

心所在空间位置所对应的充分发展管流速度是颗粒稳

定平移速度的一个很好的迭代初始值。

流体在圆管中作层流运动时沿管截面的速度分布

方程［１２］：

ｕ＝Δｐ４μｌ
（Ｒ２－ｒ２）。 （１）

式中：Δｐ为长管段的压降；ｒ为颗粒所在通道截面位置
到轴心的距离；μ为水的动力黏度；Ｒ为圆管半径；ｌ为
圆管管长。

圆管截面上流体的平均速度［１２］：

Ｖ＝ΔｐＲ
２

８μｌ
。 （２）

式中：Ｖ为通道中流体的平均流速。
将公式（２）代入公式（１）推导出公式（３），颗粒的

平移速度即可近似确定。

ＵＰ≈ｕ＝２Ｖ［１－（ｒ
＋）２］； （３）

ｒ＋＝ｒＲ。 （４）

式中：ｒ＋为颗粒在截面上的无量纲横向位置。
颗粒的转动角速度ωＰ可通过涡量Ω进行表达：

ωＰ＝
Ω
２＝

×Ｖ
２ 。 （５）

位于通道截面中线上的颗粒由于 ｙ轴方向上的
上、下表面存在沿ｘ轴方向的速度梯度，故而仅存在绕
ｚ轴方向的旋转运动，如图１所示。

ωＰ＝ωＰｚ＝
１
２
Ｕｙ
ｘ
－
Ｕｘ
( )ｙ。 （６）

由于颗粒在横向迁移时垂直于主流方向的横向迁

移速度Ｕｐｙ在ｘ轴方向的速度梯度为零，将公式（３）代
入公式（６）即可得到横截面中线上颗粒的近似转动角
速度的分布表达式：

ωＰ＝
２Ｖ
Ｒ·ｒ

＋。 （７）

１．３　非线性方程计算精度要求
在相对运动计算模型中，颗粒的平移速度Ｕｐ及转

动角速度ωｐ分别被转化为通道壁面的运动边界条件
和颗粒表面的边界条件，在 ＣＦＤ计算前须事先给出。
鉴于笔者研究的是刚性颗粒具有一定的尺寸，而不是

“点颗粒”，颗粒随流体在通道中运动时，其速度为颗

粒质心的速度，而颗粒质心速度与周围流体平均速度

相等。理论上，颗粒周围流体速度采用公式（３）求解，
但在实际中，由于颗粒尺寸的影响，其周围区域的流体

平均速度不能准确给定，这就把我们研究的问题转化

为了如何快速求解非线性方程的问题。

由于此类非线性方程的根难以求解，但在满足一

定精度的前提下，考虑求解其根的范围是可行的。文

中采用“试凑法”加以确定：为避免初始迭代时的盲目

性，在颗粒稳定平移速度和转动角速度的试凑过程中，

首先，根据公式（３）、（７）预估颗粒沿主流方向的平移
速度Ｕｐ和转动角速度ωｐ进行试算，从而获得颗粒沿主
流方向受到的合力 Ｆｘ及沿 ｚ向的力矩 Ｍｚ；若 Ｆｘ或 Ｍｚ
不为零，则不断调节Ｕｐ和ωｐ的大小，直至找到某一Ｕｐ
和ωｐ，使颗粒沿主流方向的受力Ｆｘ和Ｍｚ近似为零。

鉴于颗粒在垂直于主流方向迁移过程中，颗粒所

受的惯性力Ｆｙ与主流方向颗粒受到的驱动力 Ｆｘ相比
很小，因此默认当颗粒在主流方向所受的驱动力 Ｆｘ低
于颗粒所受的横向升力Ｆｙ两个量级时，Ｆｘ已可以忽略
不计；默认当颗粒在该坐标轴方向上的转动力矩 ＭＰｚ
低于其他两个坐标轴上的转动力矩两个量级时，认为

ＭＰｚ已可以忽略不计。此时的Ｕｐ和ωｐ即为该通道截面
位置上颗粒沿主流方向的最终恒定的平移速度和转动

角速度。

１．４　数值计算方法
计算网格采用混合型网格，并在颗粒周围采用网

格加密的方法提高计算精度。经网格独立性验证后，

模型网格数量最终确定为６５万左右。流体模型采取
三维、相对定常、不可压缩 ＮＳ方程组（忽略质量力）。
在求解过程中，ＮＳ方程的压力与速度的耦合采用
“ＳＩＭＰＬＥＣ算法”；对流项采用三阶精度的“ＱＵＩＣＫ格
式”离散；黏性项采用具有二阶精度的“中心差分格

式”进行离散。

模型边界条件：通道进口端面给定均匀的流体相

对速度，其数值大小根据计算工况的 Ｒｅ确定；通道出
口端面设置为压力出口，并给定参考压力；通道壁面和

颗粒表面均设置为无滑移壁面。

基于上述方法，只要将颗粒置于通道截面各位置

处，即可求得这些空间点上颗粒所受惯性升力的分布。

在实际计算时，为消除通道进、出口效应的影响，通道

长度取为２０Ｄ。
２　不同算法的对比分析

上文已给出经验公式的预估值，以ｒ＋＝０．１为例，
代入公式（３）、（７）即可求得初始预估值 Ｕｐ０和 ωｐ０，并
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假设一个临近的 Ｕｐ１和 ωｐ１，从而进行试算，初始迭代
值如表１所示。

表１　初始迭代值
Ｔａｂｌｅ１　Ｉｎｉｔｉａｌｉｔｅｒａｔｉｏｎｖａｌｕｅ

初始预估速度

Ｕｐ０（ｍ／ｓ）

初始预估转速

ωｐ０（ｒａｄ／ｓ）

预估速度

Ｕｐ１（ｍ／ｓ）

预估转速

ωｐ１（ｒａｄ／ｓ）

０．６６３１７３ ４４６５．８１ ０．５０００００ ４０００．００

２．１　二分法
计算过程：

１）取区间（Ｕｐ１，Ｕｐ０）处的中点，将其代入ＦＬＵＥＮＴ
中进行试算，得出Ｆｘ与 Ｆｙ的数值大小关系，发现两者
之间并未满足精度要求，缩小区间范围，直至得出零点

的近似值；

２）运用同样方法试凑旋转角速度；
３）已满足旋转角速度在要求精度范围，此时发现

Ｆｘ与Ｆｙ的数值大小关系却不在规定的合理精度范围
内，这时，需要重新试凑 Ｕｐ，继续迭代计算，最终得出
计算结果，并保证两者均在理论要求精度内。

本例使用二分法迭代，达到要求精度至少需要２７
次迭代。综上所述，使用二分法虽然也能得出最终的

解，但是收敛速度太慢，计算环节太多，并不能有效缩

短计算时间。

２．２　割线法
由于割线法具有超线性的收敛性，笔者将割线法

引入求解此类非线性方程，选用弦的斜率近似代替非

线性目标函数的切线斜率，进而达到对求解方程式的

根的逐步逼近的目的。

在使用经典的割线法求解时，由于经典的割线法

具有局部收敛性，该迭代法要求应选取恰当的初始迭

代值，因此推导理论经验公式作为初始值极有意义，并

将割线法与二分法结合起来，可以达到与二分法相比

较的目的。

１）采用与二分法同样的２个初始值 Ｕｐ０和 Ｕｐ１，
ωｐ０和ωｐ１，进行试凑计算后，读取Ｆｘ０，Ｆｘ１，Ｍｐｚ０，Ｍｐｚ１。
２）下一次试凑迭代值Ｕｐ２，ωｐ２的割线法公式：

Ｕｐ２＝Ｕｐ１－
Ｆｘ１·（Ｕｐ１－Ｕｐ０）
Ｆｘ１－Ｆｘ０

； （８）

ωｐ２＝ωｐ１－
Ｍｐｚ１·（ωｐ１－ωｐ０）
Ｍｐｚ１－Ｍｐｚ０

。 （９）

３）同样满足上文要求的精度控制量，若不满足，
返回步骤２）继续迭代计算，直至满足理论要求精度。

使用割线法迭代计算，达到同样精度只需９次迭
代，显然割线法在求解颗粒稳定平移速度和转动角速

度时的收敛速度远远大于二分法，计算速度效率得到

明显提升。并且迭代次数大大减少，极大降低了计算

的复杂性，取得了显著的效果。

２．３　抛物线法
为验证其他迭代法是否比割线法更为高效，笔者

试用一种收敛速度更快的方法。经证实［１３］，抛物线法

也是超线性收敛的，但它比割线法收敛得更快。

抛物线的基本思想是取用原非线性方程的 ３个
根，以此３点为节点构造二次插值多项式，并适当选取
该插值多项式的零点作为新的近似根，进而达到逐步

逼近零点的效果。

１）为了比较抛物线法与割线法的迭代收敛速度，
选取割线法迭代的前３次试凑的数值，取这３点作为
抛物线法迭代的初始值，构造二次插值多项式。

２）初始值选取：割线法迭代的前３点：
ｘ０＝０．５０００００，ｘ１＝０．６２８５５３，ｘ２＝０．６６３１７３。
３）计算得：ｆ（ｘ０）＝１．９２Ｅ－０８；ｆ（ｘ１）＝２．９５Ｅ－

１１；ｆ（ｘ２）＝－５．１８Ｅ－０９；ｆ［ｘ１，ｘ０］＝－４．６４Ｅ－０３；
ｆ［ｘ２，ｘ１］＝－１．９９Ｅ－０２；ｆ［ｘ２，ｘ１，ｘ０］＝－１．９９Ｅ－０２。
因此得出

ω＝ｆ［ｘ２，ｘ１］＋ｆ［ｘ２，ｘ１，ｘ０］（ｘ２－ｘ１）＝－２．０６Ｅ－０２。
４）将步骤３）结果代入式（１０），即可得出下一次

迭代近似根

　ｘｋ＋１＝ｘｋ－
２ｆ（ｘｋ）

ω＋ ω２－４ｆ（ｘｋ）ｆ［ｘｋ，ｘｋ－１，ｘｋ－２槡 ］
。（１０）

５）若同样满足上文要求的精度控制量，则迭代终
止；若不满足，返回步骤３）和４）继续迭代计算，直至
满足理论要求精度。

通过使用抛物线法计算，最终也用了９次迭代，可
以看出抛物线法和割线法都比二分法收敛速度要快，

但是抛物线法计算复杂度大大增加，在实际应用中极

不方便，而割线法结构更为单一，符合实际需要。

笔者为深入研究颗粒“惯性聚集”现象惯性升力

的内部机理，将迭代值与试算结果还原成曲线的形式，

发现平移速度Ｕｐ与驱动力 Ｆｘ呈近似线性关系；角速
度ωｐ与转矩 Ｍｐｚ同样为近似线性关系，因此使用割线
法迭代更有优势，它们之间的关系如图２和图３所示。

由图２～３可看出是２条直线，但并不是严格意义
上的直线，笔者认为原因可能是颗粒对周围流场的扰

动以及微尺度下通道壁面对颗粒的限制作用所致。

２．４　割线法在本研究中的改进
在上述研究对比中，割线法产生的迭代序列具有

更快的收敛速度，使用割线法更符合本研究的实际需
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图２　颗粒平移速度与驱动力关系
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌ

ｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｌａｔｅｒａｌｌｉｆｔ

图３　颗粒转动角速度与转矩关系
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｐａｒｔｉｃｌｅ
ｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙａｎｄｔｏｒｑｕｅ

要。各迭代方法试凑时都是先试凑平移速度，再试凑

转动角速度，笔者在应用割线法时作出改进，即在试凑

过程当中同时试凑平移速度和转动角速度，当两者同

时满足相应精度时，迭代结束。

仍以ｒ＋＝０．１为例，数值计算结果表明，采用改进
割线法只需５次迭代即可达到相同精度。改进割线法
不仅收敛速度符合实际需求，而且收敛速度、收敛范围

和算法的稳定性更是得到明显的提高。

２．５　数值试验对比
为了说明上文给出参数（ｒ＋ ＝０．１）的有效性，取

不同无量纲位置ｒ＋分别进行计算，计算结果见表２。
表２　不同方法迭代次数

Ｔａｂｌｅ２　Ｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

ｒ＋ 二分法 抛物线法 割线法 改进割线法

０．２ ３５ １０ ９ ５

０．３ ３３ ９ ９ ６

０．４ ３８ １１ ８ ５

０．５ ３７ １０ ９ ５

３　结语
在自然科学与工程中大多数问题都是非线性的，

如本文中颗粒“惯性聚集”现象对惯性升力的研究都

可归结为对非线性方程ｆ（ｘ）＝０的求解。而此类方程
的真实解极难求得，在实际工程应用中也只需要其满

足一定精度的近似解即可。

经典二分法进行试凑计算时，所用周期长，计算量

大；抛物线法比二分法迭代收敛速度快，到达同一精度

的迭代次数少，但抛物线法迭代时计算复杂度大大增

加；使用割线法较为高效，降低了计算的复杂度。而割

线法更优的原因在于此类问题中的平移速度和转动角

速度与对应力的关系呈近似线性，割线法可以更快得

到收敛的点。若使用割线法同时试凑平移速度和转动

角速度，可以有效减少迭代次数和计算量，使得计算更

为快速，明显提高收敛速度，在“惯性聚集”力学机理

研究计算中具有突出的优点。
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