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摘　要：为研究黏弹性流体中颗粒迁移的力学成因，对方管 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动中悬浮颗粒的迁移进行数值研究。选用
Ｇｉｅｓｅｋｕｓ模型的黏弹性流体和球形刚性颗粒作为研究对象，忽略流体的惯性效应以研究流体弹性效应和剪切变稀效应
对颗粒受力的影响。控制方程采用有限元法和伽辽金最小二乘法（ＧＬＳ）方法进行求解，并取得了较好的收敛性。颗粒
运动模型采用基于“相对运动模型的准定常算法”，对通道中颗粒的横向升力的分布特征进行研究。研究结果表明：颗

粒在不同横向位置上所受的横向升力决定了颗粒在实际流动中的迁移方向，且受到流体弹性和剪切变稀的影响。
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　　在微流道颗粒操控中，常常利用流体的惯性力使
颗粒聚集以实现固液分离的目标［１］。然而在以牛顿

流体为介质的管道流中，低流速下无法形成稳定聚集，

在高流速下能量损耗将会剧增，因此牛顿流体对于颗

粒操控工艺仍存在一定的局限性［２］。随着黏弹性流

体的应用越来越广泛，黏弹性流体与牛顿流体相比展

现出了不同的力学性质，并被用于执行牛顿流体难以

实现的操作，例如流体中颗粒的筛选、计数等［３］。在

以某些黏弹性流体为介质的通道中，颗粒在流体弹性

力的作用下，即使在极低雷诺数中，仍可形成稳定的、

有规律的聚集运动［４］，从而为流体中颗粒的筛选、计

数等提供了新的解决方案，即利用黏弹性流体实现低

流速中对颗粒的操控。

对于黏弹性流体中颗粒的力学特性，传统上主要

采用实验的手段进行研究。实验结果表明，根据流体

流变学特性、通道截面形状和颗粒尺寸，悬浮颗粒最终
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将聚集于通道中心、壁面或某一平面上［５７］。此结论与

颗粒在牛顿流体中的运动特性截然不同。因此对于颗

粒在黏弹性流体中的力学特性及其影响特征的研究具

有重大意义。遗憾的是，实验手段仅能从表面现象中

总结颗粒迁移的规律而难以揭示其力学特征。

随着流变学的发展，数值方法在研究此类问题上

具有明显优势。Ｖｉｌｌｏｎｅ等［８］利用 ＡＬＥ（Ａｒｂｉｔｒａｒｙ
ＬａｇｒａｎｇｉａｎＥｕｌｅｒ）方法，对流体流变学特性、颗粒尺寸
等因素对悬浮颗粒迁移的影响进行了系统性地研究。

得出结论：黏弹性流体弹性效应变强、剪切变稀程度变

大和颗粒尺寸变大，均能使更多颗粒向通道中心迁移，

且横向运动速度变大，由此总结出颗粒在黏弹性流体

中的迁移规律。然而他们并未对该规律的力学成因进

行探讨。

Ｊｅｓｅｐｈ［９１０］对Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动模型中颗粒迁移进行
数值研究，弹性力采用 ＯｌｄｒｏｙｄＢ模型，黏度采用基于
ＢｉｒｄＣａｒｒｅａｕ的剪切稀化模型。结果表明：在剪切率较
低的区域内，颗粒向剪切率较低的位置（即通道中心）

迁移；在流体剪切率较高的区域内，颗粒向黏度较低的

位置（即通道壁面）迁移。这个结果揭示了通道中颗

粒不同横向迁移方向是由流体弹性和剪切变稀效应引

起的，但是他们并未对流体弹性力、黏性力和压力等组

分进行深入研究，因此无法揭示出这两种效应的形成

机理。

目前对于颗粒在黏弹性流体中迁移的研究仍停留

在对于表面规律的总结，且主要采用二维流动模型，原

因在于该类研究存在以下难点：黏弹性流体本构方程

的非线性程度较高，数值求解时收敛比较困难；三维黏

弹性流体的本构方程求解变量较多，且耦合性要求较

高；颗粒在黏弹性流体中的运动过程属于非定常、动边

界运动，传统的 ＡＬＥ方法将采用动网格、时间推进等
方法进行 ＣＦＤ求解，计算过程十分复杂且计算周期
极长。

课题组基于 Ｃａｒｌｏ等［１１］３０４５的相对运动模型，对上

述问题在三维流动模型条件下进行深入地研究。该算

法已被一些研究者［１１１３］应用于颗粒惯性聚集的数值

研究，并被证实可以较为可靠地计算出颗粒在流场不

同位置运动时的受力分布，并且可以极大地提升计算

效率。流体采用 Ｇｉｅｓｅｋｕｓ模型，此模型常应用于具有
剪切变稀和弹性特征的流体的数值研究。另外，由于

文中研究工况为极低雷诺数条件，因此忽略流体的惯

性。笔者研究旨在揭示颗粒迁移时所受横向力的组成

特征，并探讨因此诱发的聚集运动的力学成因。

１　计算模型与方法
１．１　计算模型简介

笔者研究对象为单个球形颗粒在截面边长为 Ｈ
的方形直管流中运动。如图１所示，在固定坐标系 Ｏ
ＸＹＺ中，当颗粒在流体的驱动下运动到达平稳状态时，
其平移速度Ｕｐ和旋转速度ωｐ保持不变，此流场属于非
定常流场。若采用相对运动模型，将颗粒置于通道截

面若干横向位置，以颗粒的几何中心为原点建立坐标

系ｏｘｙｚ并随颗粒作等速平移。在此平移坐标系 ｏｘｙｚ
中：颗粒运动可被视为仅存有旋转速度ωｐ而无平移速
度；通道壁面以 －ＵＰ的速度作反向平移。如此，在平
移坐标系ｏｘｙｚ中，整个流场便转化为定边界、相对定
常流动，采用固定网格便可进行数值求解。这能显著

降低计算的时间和难度。另外，平移坐标系ｏｘｙｚ本质
上仍是一个惯性坐标系，常规的ＣＦＤ代码均可适用于
对它的计算，仅需对“速度型边界条件”根据运动相对

性原理转化为相对意义下的值即可。由于通道截面具

有对称性，这里只计算０＜ｙ＋ ＜１，０＜ｚ＋ ＜１区域的
工况。

图１　计算模型示意图
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌ
在上述相对运动模型中，笔者将颗粒的运动速度

ＵＰ及旋转速度 ωｐ转化为相应壁面的边界条件。然而
这些壁面条件在数值计算前作为定解条件须事先给

出，可采用“试凑法”加以确定：预估一个颗粒速度 ＵＰ
和旋转速度 ωｐ，进行试算后，获得颗粒在 ｘ轴方向所
受的合力Ｆｘ和转矩Ｔ。在一定计算精度范围内不断调
节ＵＰ和 ωｐ，使 Ｆｘ和 Ｔ趋近于零，此时的 ＵＰ即为所求
的壁面运动速度，ωｐ即为颗粒的旋转速度。
１．２　控制方程

流场控制方程如下：

·ｕ＝０； （１）
ρ（ｕ·）ｕ＝·σ； （２）
σ＝－ｐＩ＋２μｓＳ（ｕ）＋τ。 （３）

式（１）～（３）分别为流体连续性方程、动量方程和
总应力张量的表达式。

式中：ρ为流体密度，ｋｇ／ｍ３；ｕ为流体速度，ｍ／ｓ；σ为
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总应力张量，Ｐａ；ｐ为流体压强，Ｐａ；Ｉ为单位张量；μｓ为
溶剂的动力黏度，Ｐａ·ｓ；Ｓ（ｕ）为流体变形速率张量，
ｓ－１；τ为黏弹性流体的弹性应力张量，Ｐａ。

其中，

Ｓ（ｕ）＝１２［·ｕ＋（·ｕ）
Ｔ］。 （４）

对于弹性应力张量 τ，在本文计算中采用三维
Ｇｉｅｓｅｋｕｓ模型与式（１）～（２）进行耦合求解，其本构方
程如下：

τ＋λτ

＋αλμｐ

τ·τ＝２μｐＳ（ｕ）。 （５）

式中：λ为黏弹性流体的松弛时间，ｓ；α为非线性衰减
系数（０＜α＜１），表征黏弹性流体剪切稀化程度，它与
黏弹性流体表观黏度 η（γ）的关系为（其中 γ为流体
剪切率，ｓ－１）：

η（γ）＝ηｓ＋ηｐ
４（１－α）

ｆ槡 ＋１［ ｆ槡 槡＋１＋２（１－２α）］
；（６）

ｆ＝ １＋１６α（１－α）λ２γ槡
２。 （７）

在柔性高分子聚合物和表面活性剂溶液中，μｐ为

柔性高分子聚合物或表面活性剂的动力黏度；τ

为 τ

的Ｏｌｄｒｏｙｄ逆变微商，其表达式如下：

τ

＝τ
ｔ
＋（ｕ·）τ－［（ｕ）τ＋τ（ｕ）Ｔ］。（８）

由于笔者重点是研究流体在极低流速下黏弹性对

颗粒迁移的影响，因此控制方程的惯性项被忽略，动量

方程转化为·σ＝０。
１．３　计算方法

在数值计算中，网格采用非结构化网格，并对颗粒

附近的网格进行加密以提高计算精度。流动模型采用

三维、相对定常、不可压缩流。控制方程采用有限元法

求解。在方程中，速度的形函数阶次为二次，压力和弹

性力的形函数阶次为线性。

由于黏弹性流体模型的非线性程度较高，直接数

值求解很容易发散。为保证计算的稳定性，课题组采

用ＧＬＳ法（Ｇａｌｅｒｋｉｎ／ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅ）［１４］对 Ｇｉｅｓｅｋｕｓ本构
方程进行求解，其有限元方程的弱格式有：

∫Ω［ｗｈ·ρ（ｕｈ·ｕｈ）－·ｗｈｐｈ＋２μｓＳ（ｗｈ）∶
Ｓ（ｕｈ）＋ｑｈ·ｕｈ＋Ｓ（ｗｈ）∶τｈ＋λＧｈ∶τ


ｈ＋αλμｐ

τｈ·

Ｇｈ－２μｐＧ
ｈ∶Ｓ（ｕｈ）］ｄΩ＋∑

ｎ

ｅ＝１
∫Ωｅ［１＋（

２λ‖ｕｈ‖
ｈ ）２＋

（λ‖ｕｈ‖）２］
１
２·２μｐ［Ｇ

ｈ ＋λＧ

ｈ ＋αλμｐ

τｈ·Ｇｈ －

２μｐＳ（ｗ
ｈ）］ ∶ ［τｈ ＋ λτ


ｈ ＋ α λ

μｐ
τｈ · τｈ －

２μｐＳ（ｕ
ｈ）］ｄΩ＝０。 （１０）

式中：等式左边第一项为 Ｇｉｅｓｅｋｕｓ方程的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ弱
形式，第二项为“最小二乘”稳定项；ｈ为网格单元 Ωｅ
的尺寸；ｕｈ∈ ｈ

ｕ，τ
ｈ∈ ｈ

τ，ｐ
ｈ∈ ｈ

ｐ；ｗ
ｈ∈ｌｈｕ，Ｇ

ｈ∈ｌｈτ，
ｑｈ∈ｌｈｐ； ｈ

ｕ，
ｈ
τ，

ｈ
ｐ分别为速度、弹性应力和压力的插

值空间；ｌｈｕ，ｌ
ｈ
τ，ｌ

ｈ
ｐ分别为速度、弹性应力和压力的试函

数空间。

颗粒在流体中受到力和转矩：

Ｆ＝（Ｆｘ，Ｆｙ，Ｆｚ）＝－ｎ·σｄｓ；
Ｔ＝（Ｔｘ，Ｔｙ，Ｔｚ）＝

ａ
２ｎ·（ｎ·σ）ｄｓ}。 （１１）

式中：ｎ为颗粒表面外法线单位向量；ｓ为表面积；ａ为
颗粒直径。

计算边界条件：对于速度场和压力场，入口处给定

充分发展的流体相对速度；在通道出口给定参考压力；

通道壁面为移动壁，速度为以颗粒质心为参照物的相

对速度；颗粒壁面以一定转速绕质心旋转。

对于弹性应力，入口条件设置为：

τ
ｘ
＝０。 （１２）

通道壁面和颗粒表面边界条件为：

（τ·ｎ）·ｎ＝０。 （１３）
１．４　相关物理参数

为便于下文表述，定义无量纲参数如下：

魏森贝格数

Ｗｉ＝λＵＨ。 （１４）

颗粒ｙ方向无量纲横向位置

ｙ＋＝ ＹＨ／２。 （１５）

颗粒ｚ方向无量纲横向位置

ｚ＋＝ ＺＨ／２。 （１６）

颗粒与通道中心距离

ｄ＋＝ ｙ＋２＋ｚ槡
＋２。 （１７）

颗粒无量纲直径

ａ＋＝ａＨ。 （１８）

颗粒无量纲旋转速度

ω＋＝
ωｐ
γ
。 （１９）
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横向升力系数

ＣＦＬ＝
ＦＬ

π（μｓ＋μｐ）Ｕａ
２／Ｈ
。 （２０）

式中Ｕ为通道中流体平均流速，ｍ／ｓ。
２　计算结果与分析
２．１　数值方法验证

为了验证ＧＬＳ型有限元法和相对运动模型的准
确性，课题组对颗粒在Ｃｏｕｅｔｔｅ流动中的运动进行数值
模拟，并与Ａｖｉｎｏ的计算结果［１５］７２０进行对比参照，其中

Ａｖｉｎｏ使用的是ＡＬＥ方法进行求解。流动模型如图２
所示，取２块相互平行、距离为 Ｈ的平板，其间充满着
Ｇｉｅｓｅｋｕｓ黏弹性流体；上板 ＣＤ以 Ｕｗ的速度沿 ｘ轴方
向运动，下板静止不动；将一根圆柱置于２板之间某一
横向位置并随流体运动。

图２　Ｃｏｕｅｔｔｅ流动模型
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｃｏｕｅｔｔｅｆｌｏｗｍｏｄｅｌ

计算采用的参数为：Ｗｉ＝１．０，α＝０．２，ａ＋ ＝０．１，
μｓ／μｐ＝０．１。在颗粒随着流场运动时，将受到横向升
力Ｆｙ而横向迁移，并且以一定的角速度旋转。颗粒在
Ｃｏｕｅｔｔｅ流中的稳定旋转速度可由“试凑法”加以确定。
图３显示了在不同横向位置上颗粒无量纲旋转速度ω＋

的横向分布，并与Ａｖｉｎｏ的计算结果［１５］７２０进行了对比。

图３　颗粒旋转速度ω＋的横向分布与
Ａｖｉｎｏ计算结果的比较

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｒｏｔａｔｉｏｎｖｅｌｏｃｉｔｙ
ω＋ｗｉｔｈｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡｖｉｎｏｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

从图３中可以看出，随着颗粒的横向位置逐渐靠
近上壁面，旋转速度先以较小幅度减小，在接近上壁面

后大幅度减小。课题组计算结果与Ａｖｉｎｏ的结果［１５］７２０

误差在允许范围内，因此可以认为相对运动模型和

ＧＬＳ算法具有可靠性。
２．２　颗粒的横向迁移的力学分析

实验结果［１６］表明，在方形直管中随着黏弹性流体

运动的颗粒，其横向迁移规律具有以下特点：位于剪切

率较低的区域的颗粒向通道中心线迁移；位于剪切率

较高的区域的颗粒向通道角落迁移。为探究此规律的

力学成因，课题组对管道某一横截面上的颗粒受力情

况进行数值计算。计算结果的横向升力系数分布如图

４所示。

图４　Ｗｉ＝０．３时颗粒在横截面上
所受横向力的分布

Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｆｏｒｃｅｏｎ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｓａｔＷｉ＝０．３

从图４中可以看出：在如图所示方管截面的四分
之一区域内，Ｏ点附近区域（内区）的颗粒将向Ｏ点迁
移，离Ｏ点较远的区域（外区）的颗粒最终将迁移至最
近的角落。此计算结果与实验结论相吻合。

图４中显示，颗粒位于对角线 ＯＡ两侧时，将在不
同的横向力的驱动下逐渐向对角线集中，且在在对角

线ＯＡ上，横向力方向几乎指向通道中心 Ｏ或通道角
落Ａ。因此，可通过分析颗粒在对角线ＯＡ上的横向升
力分布来研究迁移规律的力学成因。

图５为Ｗｉ＝０．５时颗粒在对角线上的横向升力系
数ＣＦＬ与ｄ

＋的关系曲线（指向通道角落方向定义为正

方向）。该曲线具有以下特征：在ｄ＋＝０位置，由于流
场对称性，横向升力为零；在离通道中心较近位置，横

向升力指向通道中心，且随着ｄ＋的增加而先增大后减
小到零；之后，横向升力指向通道角落并随着 ｄ＋的增
加而急剧增大。该曲线表明，颗粒除了沿着流向运动

外，还会沿着横向升力方向作横向迁移。

·２４· 　 轻工机械　ＬｉｇｈｔＩｎｄｕｓｔｒｙＭａｃｈｉｎｅｒｙ ２０１９年第５期



图５　Ｗｉ＝０．５时颗粒在对角线上的
横向力系数的分布

Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｆｏｒｃｅ
ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｓｏｎｄｉａｇｏｎａｌｌｉｎｅｓａｔＷｉ＝０．５
为分析横向升力的构成及特点，将其进行分解。

对于颗粒所受横向升力，就其成分而言可分解为３部
分，即流场作用于颗粒表面的压力合力 ＦＰ、流体内摩
擦产生的黏性力合力 ＦＳ和黏弹性流体流变特性而产
生的弹性应力合力 ＦＴ。其表达式如式（２１）～（２３）
所示。

ＦＰ ＝－ｎｙ·（－ｐＩ）ｄｓ； （２１）

ＦＳ ＝－ｎｙ·［２μｓＳ（ｕ）］ｄｓ； （２２）

ＦＴ ＝－ｎｙ·Ｔｄｓ。 （２３）

式中：ｎｙ为颗粒表面外法向量的ｙ轴分量。
其对应的无量纲分力系数：

ＣＦＰ＝
ＦＰ

π（μｓ＋μｐ）Ｕａ
２／Ｈ
； （２４）

ＣＦＳ＝
ＦＳ

π（μｓ＋μｐ）Ｕａ
２／Ｈ
； （２５）

ＣＦＴ＝
ＦＴ

π（μｓ＋μｐ）Ｕａ
２／Ｈ
。 （２６）

图６为横向升力系数的 ３个分量在对角线上的
分布。

图６表明，黏性力、压力与弹力的分布具有相似的
规律：从通道中心为零开始，随着 ｄ＋的增大，３个分力
均指向通道中心，且先增大后减小至零；之后，３个分
力指向通道角落并随着ｄ＋而增大。由图６不难发现，
在通道中心附近区域内，黏性力在较低的剪切率下占

ＣＦＬ的比例较小，另外压力是随着其它力的出现而相应
变化的，并非是独立的力，因此在该区域内颗粒的迁移

方向主要取决于弹力；在通道角落附近区域内，黏性力

图６　ＣＦＰ，ＣＦＳ和ＣＦＴ在对角线上的分布

Ｆｉｇｕｒｅ６　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＣＦＰ，ＣＦＳａｎｄ

ＣＦＴｏｎｄｉａｇｏｎａｌｌｉｎｅｓ

在剪切率变高的条件下占 ＣＦＬ的比例明显提升，因此
在该区域内颗粒迁移受到剪切变稀作用较为明显。

２．３　流体流变学特性对颗粒迁移的影响
流变学特性对流体的力学性质会产生重大影响，

从而影响到颗粒在流体中的迁移。课题组对 Ｇｉｅｓｅｋｕｓ
流体中Ｗｉ和α对流体中颗粒力学性质的影响进行了
研究，如图７所示。

图７　Ｗｉ和α对横向升力ＣＦＬ的影响

Ｆｉｇｕｒｅ７　ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆＷｉａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓαｏｎ
ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｉｆｔＣＦＬ

通过比较不同参数下横向升力的差异，可以定性
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地得出参数Ｗｉ和α对颗粒横向迁移特性的影响。从
图７可以看出，除 Ｗｉ＝０．１，α＝０．２工况外，颗粒所受
的横向升力在不同Ｗｉ下有明显规律：从通道中心为零
开始，随着颗粒远离通道中心，横向升力指向通道中心

且越来越大，在ｄ＋＝０．６～０．８时达到最大值，之后逐
渐开始减小至０，此时颗粒向通道中心迁移；颗粒进一
步靠近通道壁面时，横向升力指向壁面且逐渐增大，此

时颗粒向通道角落迁移。

图７（ａ）表明，在相同 α参数下，随着 Ｗｉ越大，颗
粒所受横向升力也越大，且升力系数曲线零点 ｄＮ＋越
靠近通道角落，因此颗粒更容易向通道中心迁移。另

外，在Ｗｉ＝０．１工况下，由于弹性力较小，并且在忽略
惯性效应时惯性力也较小，因此颗粒受到的合力几乎

为零。

图７（ｂ）表明，随着剪切稀化效应增强，横向迁移
方向临界位置ｄＮ靠近通道角落，并且颗粒受到的横向
升力也变大；反之，横向迁移方向临界位置 ｄＮ靠近通
道中心，并且颗粒受到的横向升力变小。

３　结论
１）在方形通道中，悬浮在黏弹性流体中的颗粒横

向力偏向距离最近的对角线；处于对角线上的颗粒根

据其横向位置不同，横向力分别指向通道中心或角落。

这是形成中心聚集和角落聚集的力学成因。

２）黏弹性流体中的悬浮颗粒受力方向与剪切率
有关。距离通道中心较近的区域内（剪切率较低），颗

粒主要受到弹力的影响；距离通道角落较近的区域内

（剪切率较高），黏性力的作用明显提升。

３）流体的剪切变稀效应变弱或弹性效应变强时，
颗粒的迁移在弹性力的主导下将更容易向通道中心迁

移；反之通道角落的吸引作用增强，颗粒将更容易向距

离最近的角落迁移。而当弹性效应小到一定程度时，

颗粒迁移现象会出现类似牛顿流体工况中相似的

效应。
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