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考虑体力的轴对称弹性问题杂交基本解有限元法
高可乐，王克用，李培超

（上海工程技术大学 机械与汽车工程学院，上海　２０１６２０）

摘　要：针对含体力轴对称弹性问题中精确解求解困难、传统有限元网格畸变免疫性差以及复杂问题网格密度大等问
题，课题组提出了一种杂交Ｔｒｅｆｆｔｚ基本解有限元计算格式。在数值求解过程中，体力项的存在，会导致单元刚度方程涉
及域积分，从而使杂交基本解有限元法只含边界积分的优势消失且计算效率降低。为保持该有限元法的优势和计算效

率，可将问题的全解分为齐次解和特解２部分求解，来达到消除域积分的目的。对不同计算方法下得到结果进行对比，表
明该方法准确、高效，对网格畸变有良好的免疫性。该有限元模型能更好地适用于对含体力轴对称弹性问题的数值求解。
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　　轴对称问题广泛存在于工程实践中，但获得复杂
几何形状和边界条件轴对称问题的精确解不容易。尤

其在考虑体力效应之后，控制方程因含非齐次项，使求

解更加复杂，只能借助数值方法如有限元法、边界元法

获得近似解。１９７７年，Ｊｉｒｏｕｓｅｋ和 Ｌｅｏｎ［１］首次提出杂
交Ｔｒｅｆｆｔｚ有限元法（ＨＴＦＥＭ）并成功应用于薄板体弯
曲问题。与传统有限元法相比，Ｔｒｅｆｆｔｚ有限元法表现
出良好的网格畸变免疫性，稀疏网格也能达到理想精

度等优点。目前，该方法已经解决了位势［２］、平面弹

性［３］、接触［４５］、复合材料［６］和轴对称等问题［７］。近

期，周俊臣等利用杂交基本解有限元法（ＨＦＳＦＥＭ）分
析了轴对称位势问题［８］以及轴对称弹性力学问

题［９］２９１。虽然ＨＦＳＦＥＭ采用基本解构造单元域内插
值函数，但本质上与 ＨＴＦＥＭ基本思想相同。这２种
Ｔｒｅｆｆｔｚ型有限元法处理齐次控制方程非常便捷，相应
单元刚度方程仅涉及边界积分，使得原问题降维。然
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而，当考虑体力时，弹性力学控制方程引入了非齐次

项，这导致单元刚度方程出现域积分，Ｔｒｅｆｆｔｚ型单元的
优势不复存在。一般常采用域离散化法、双重互易

法［１０］以及特解法［１１］等来消除域积分。特解法是随着

边界元法发展起来的。后来，秦庆华和王辉［１２］将其引

入到 Ｔｒｅｆｆｔｚ有限元法中。特解法理论清晰、易于理解
和数值实现，在处理含体力的物理问题中备受关注。

王克用等［１３］采用径向基函数求得特解表达式分析了

正交各向异性位势问题。王辉等［１４］用特解法讨论了

极小曲面问题。刘博等［１５］分析了轴对称 Ｐｏｉｓｓｏｎ方程
问题。课题组基于杂交基本解有限元模型对含体力的

轴对称弹性力学问题进行了研究。

１　理论
１．１　控制方程

各向同性的线弹性力学问题的控制方程如下：

（λ＋μ）ｕｊ，ｊｉ＋μｉ，ｊｊ＋ｂｉ＝０。 （１）
式中：ｕｉ为位移；ｂｉ为体力；λ和 μ分别为拉梅常数和
剪切弹性模量；逗号表示求导，ｉ，ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ表示空间笛
卡尔坐标系的３个维度。

此外，考虑Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件和 Ｎｅｕｍａｎｎ边界条
件（在Γｕ上）：

ｕｉ＝珔ｕｉ； （２）
ｔｉ＝珋ｔｉ。 （３）

式中：Γ＝Γｕ∪Γｔ，Γｕ∩Γｔ＝，Γ为求解域 Ω的边
界，Γｕ和 Γｔ分别表示 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件和 Ｎｅｕｍａｎｎ
边界条件，字母上横线表示已知边界值。

控制方程（１）满足边界条件式（２）和（３）的位移解
可写成齐次解和特解两部分的线性叠加。其中，齐次

解ｕｈ应满足
（λ＋μ）ｕｈｊ，ｊｉ＋μ

ｈ
ｉ，ｊｊ＝０。 （４）

此时，式（４）应满足如下边界条件：
ｕｈｉ＝珔ｕｉ－ｕ

ｐ
ｉ（在Γｕ上）； （５）

ｔｈｉ＝珋ｔｉ－ｔ
ｐ
ｉ（在Γｔ上）。 （６）

式中：ｕｐ和ｔｐ分别为位移和面力的特解，且位移特解
应满足：

（λ＋μ）ｕｐｊ，ｊｉ＋μｕ
ｐ
ｉ，ｊｊ＋ｂｉ＝０。 （７）

式中：上标ｈ和ｐ分别代表齐次解和特解。
一旦求出位移特解ｕｐｉ，应力特解σ

ｐ
ｉｊ可由位移与应

变关系及本构关系导得。这里需要提及的是，满足式

（７）的特解与原边界条件无关且不唯一。
１．２　重力载荷下对应的位移特解

在笛卡尔直角坐标系下，假设重力沿 ｚ轴负方向
分布，则体力分量可写成：

ｂｘ＝０；ｂｙ＝０；ｂｚ＝－ρｇ。 （８）
式中：ρ为弹性体密度；ｇ为重力加速度。

设ν为泊松比，则根据文献［１６］，其空间直角坐
标系下的特解为：

ｕｐｘ＝
ρｇ（１－２ν）
２μ（１＋ν）

ｘｚ；

ｕｐｙ＝
ρｇ（１－２ν）
２μ（１＋ν）

ｙｚ；

ｕｐｚ＝
ρｇ（１－２ν）
４μ（１＋ν）

（ｚ２－ｘ２－ｙ２











）。

（９）

对于图１所示的轴对称体，式（９）采用圆柱坐标
系（ｒ，θ，ｚ）表示：

ｕｐｒ＝
ρｇ（１－２ν）
２μ（１＋ν）

ｒｚ；

ｕｐｚ＝
ρｇ（１－２ν）
４μ（１＋ν）

（ｚ２－ｒ２）；

ｕｐθ＝０













。

（１０）

图１　轴对称体及其８节点环形单元
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｂｏｄｙａｎｄ

８ｎｏｄｅａｎｎｕｌａｒｅｌｅｍｅｎｔ

１．３　离心载荷下对应的位移特解
同样地，在笛卡尔直角坐标系下，考虑回转体绕轴

ｚ以角速度ω旋转，回转体的密度为 ρ，那么体力分量
可写成：

ｂｘ＝ρω
２ｘ；

ｂｙ＝ρω
２ｙ；

ｂｚ＝０
}

。

（１１）

对于式 （１１）所示的离心力，Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ和
Ｇｏｏｄｉｅｒ［１７］讨论过相应的位移特解，这里给出其中１个
特解：

ｕｐｘ＝－
ρω２（１－２ν）
１６μ（１－ν）

（ｘ２＋ｙ２）ｘ；

ｕｐｙ＝－
ρω２（１－２ν）
１６μ（１－ν）

（ｘ２＋ｙ２）ｙ；

ｕｐｚ＝０













。

（１２）
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同理，在圆柱坐标系下，式（１２）转化成：

ｕｐｒ＝－
ρω２（１－２ν）
１６μ（１－ν）

ｒ３；

ｕｚ＝０
}

。

（１３）

２　杂交基本解有限元列式
２．１　双位移场插值模式

与传统有限元法相比，杂交基本解有限元法最大

的不同在于采用了双位移场插值模式：单元域内场和

辅助网线场，如图１所示。单元域内场通过精确满足
控制方程的截断完备解或基本解来构造插值函数；而

辅助网线场是用来保证单元间的连续性，其插值函数

采用常规方法建立。由于控制方程是非齐次的，单元

域内场需将特解考虑进去，即：

ｕｅ＝ｕ
ｐ
ｅ＋Ｎｅｃｅ。 （１４）

且有辅助网线场不受非齐次项的影响，其特解部

分自然包含在单元节点自由度列阵ｄｅ中：
珘ｕｅ＝珟Ｎｅｄｅ。 （１５）

式中：下标ｅ代表单个单元；ｕｅ＝［ｕｅｒ　ｕｅｚ］
Ｔ；珘ｕｅ＝［珘ｕｅｒ

　珘ｕｅｚ］
Ｔ；ｕｐｅ＝［ｕ

ｐ
ｅｒ　珘ｕ

ｐ
ｅｚ］

Ｔ；Ｎｅ为基本解表示的域内插
值函数矩阵［１８］；ｃｅ为待定系数列阵；～表示单元边界
（网线）的变量。

域内插值函数矩阵Ｎｅ需满足齐次控制方程
ＬＤＬＴＮｅ＝０。 （１６）

式中Ｌ为微分算子矩阵，且有

Ｌ＝


ｒ

１
ｒ ０ 

ｚ

０ ０ 
ｚ












ｒ

。 （１７）

Ｄ为弹性矩阵，且

Ｄ＝

)

λ＋２

) )

μ λ λ ０

) )

λ λ＋２

)

μ λ ０

) ) )

λ λ λ＋２μ ０
０ ０ ０















μ

。 （１８）

式中：

)

λ＝ ２ν１－２νμ
。 （１９）

由弹性力学位移与应变关系及本构关系可知，相

应应力可写成微分算子形式：

σｅ＝σ
ｐ
ｅ＋ＤＬ

ＴＮｅｃｅ＝σ
ｐ
ｅ＋Ｔｅｃｅ。 （２０）

式中：σｅ＝［σｒ　σθ　σｚ　σｒｚ］
Ｔ；　σｐｅ＝［σ

ｐ
ｅｒ　σ

ｐ
ｅθ　

σｐｅｚ　σ
ｐ
ｅｒｚ］

Ｔ。

相应的表面力为：

ｔｅ＝ｔ
ｐ
ｅ＋Ｑｅｃｅ。 （２１）

式中：

Ｑｅ＝ＡＴｅ；

Ａ＝
ｎｒ ０ ０ ｎｚ
０ ０ ｎｚ ｎ[ ]

ｒ
}。 （２２）

ｔｅ＝［ｔｒ　ｔｚ］
Ｔ；ｔｐｅ＝［ｔ

ｐ
ｒ　ｔ

ｐ
ｚ］
Ｔ；ｎｒ和 ｎｚ为 ｒ向和 ｚ

向的方向余弦。

对于辅助网线场，可通过自然坐标系ξ∈［－１，１］
来构造。图１所示的８节点四边形单元，每条边布置３
个节点，可构造出二次网线函数，其曲线如图２所示。

珟Ｎ１＝
ξ（１－ξ）
２ ；

珟Ｎ２＝１－ξ；

珟Ｎ３＝
ξ（１＋ξ）
２











。

（２３）

图２　每一单元边的二次网线函数
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｑｕａｄｒａｔｉｃｆｒａｍｅｆｕｎｃｔｉｏｎｓ

ａｌｏｎｇｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔｓｉｄｅ
２．２　修正变分泛函

单元域内场和辅助网线场之间的联系是通过修正

变分泛函实现的。当控制方程为齐次时，通过高斯散

度定理可消去变分泛函中的区域积分。然而，当控制

方程为非齐次时，变分泛函中的区域积分无法消去。

为了解决这个问题，我们只构造原问题的齐次方程情

形的变分泛函，暂时排除边界条件中因体力项（非齐

次项）诱发的特解部分。求解域变分泛函可写成所有

单元泛函的叠加：

∏ｍｅ
＝－πΩｅ［εｈｅ］ＴσｈｅｒｄΩ＋２π∫Γｅｕ［ｔｈｅ］Ｔ（珔ｕｅ －

珔ｕｐｅ）ｒｄΓ － ２π∫Γｅｔ（珋ｔｅ － 珋ｔｐｅ － 珋ｔｈｅ）
Ｔ珘ｕｈｅｒｄΓ ＋

２π∫Γｅｌ［ｔｈｅ］Ｔ珘ｕｈｅｒｄΓ。 （２４）

式中：ε＝［εｒ　εθ　εｚ　γｒｚ］
Ｔ，是应变向量。Γｅｕ和 Γｅｔ
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分别为单元上给定位移和表面力的边界，Γｅｌ是单元间
相邻的边界，Γｅ ＝Γｅｕ＋Γｅｔ＋Γｅｌ；同时，在 Γｅｕ上有
珘ｕｈｅ ＝珘ｕｅ－珘ｕ

ｐ
ｅ ＝珔ｕｅ－珔ｕ

ｐ
ｅ。

考虑式（１６），对式（２８）第１项应用高斯散度定理：

Ωｅ［εｈｅ］ＴσｈｅｒｄΩ＝∫Γｅ［ｔｈｅ］ＴｕｈｅｒｄΓ－ΩｅＬＤＬＴＮｅｒｄΩ＝
∫Γｅ［ｔｈｅ］ＴｕｈｅｒｄΓ。 （２５）

可将泛函式（２５）简化为仅含边界积分的形式：

∏ｍｅ
＝－π∫Γｅ［ｔｈｅ］Ｔ（ｕｈｅｒｄΓ＋２π∫Γｅ［ｔｈｅ］Ｔ珘ｕｈｅｒｄΓ－

２π∫Γｅｔ（珋ｔｅ－珋ｔｐｅ）Ｔ珘ｕｈｅｒｄΓ。 （２６）

将式（１４）、（１５）、（２０）和（２１）代入式（２６），可得

∏ｍｅ
＝－１２ｃ

Ｔ
ｅＨｅｃｅ＋ｃ

Ｔ
ｅＧｅｄｅ－ｄ

Ｔ
ｅＰｅ。 （２７）

式中：

Ｈｅ ＝π∫ΓｅＱＴｅＮｅｒｄΓ；
Ｇｅ ＝２π∫ΓｅＱＴｅＮｅｒｄΓ；
Ｐｅ ＝２π∫ΓｅｔＮＴｅ（珋ｔｅ－珋ｔｐｅ）ＴｒｄΓ












。

（２８）

对方程（２７）２次应用驻值原理，可导得待定系数
列阵和单元刚度方程：

∏ｍｅ

ｃｅ
＝０ｃｅ ＝Ｈ

－１
ｅＧｅｄｅ；

∏ｍｅ

ｄｅ
＝０Ｋｅｃｅ ＝Ｐｅ









。

（２９）

式中：Ｋｅ ＝Ｇ
Ｔ
ｅＨ

－１
ｅＧｅ为单元刚度矩阵；Ｐｅ是等效节点

载荷列阵。

２．３　刚体运动项的恢复
将上述单元刚度方程组装成总体刚度方程后，采

用乘大数法引入位移边界条件即可求得所有节点的齐

次解。进一步地，与获得的特解叠加便可求得节点处

的位移全解。但需要指出的是，单元域内任一点处的

位移还需恢复刚体位移项，具体原因和恢复方法参见

文献［９］３０１，这里因篇幅所限不再复述。
３　数值算例
３．１　弹性土自重下的沉降

在第１个例子中，将弹性土体视为内径为 ａ，外径
为ａ＋１，高为１ｍ的轴对称体，边界条件及网格划分
如图３所示，上表面为自由边界条件。图中还给出了
Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ共４种在４×４网格下的畸变方案，畸变程
度用ｄ／ｌ表示，其取值依次为ｄ／ｌ＝０．３，０．５，０．７，０．９。
取弹性模量Ｅ＝１Ｐａ，泊松比ｖ＝０．３。此外，在使用杂
交基本解有限元法求解齐次解时，域外源点的位置与

网格单元的大小有关，在子午面内源点不得配置在 ｚ
轴左侧，以免产生奇异性。在本例中，为方便起见，这

里将ａ设置为３ｍ。表１列出了几种规则网格杂交基
本解有限元的计算结果。由表１可以看出：在 ｚ＝１ｍ
处的轴向位移ｕｚ以及在ｚ＝０处的轴向应力σｒ和径向
应力σｚ值分别与解析解结果和传统有限元计算结果
（ＡＢＡＱＵＳ）对比，表现出较好的一致性。

表２给出了４种不同程度畸变网格下对应的计算
误差：

ε＝
ΨＤ－ΨＵ
ΨＵ

×１００％。 （３０）

式中：ΨＤ和ΨＵ分别为畸变网格和规则网格下的计算
结果。

图３　弹性土轴对称模型及其不同网格划分
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃｍｏｄｅｌｏｆｅｌａｓｔｉｃｓｏｉｌａｎｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｓｈｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ
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表１　弹性土轴对称模型自重下的解
Ｔａｂｌｅ１　Ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｓｅｌｆｗｅｉｇｈｔｉｎａｘｉｓｙｍｍｅｔｒｉｃ

ｍｏｄｅｌｏｆｅｌａｓｔｉｃｓｏｉｌ

解析解
ＡＢＡＱＵＳ解

４×４网格

杂交基本解有限元

２×２网格 ４×４网格 ８×８网格

ｕｚ（ｚ＝１）－０．３７１０ －０．３７１０ －０．３７１００ －０．３７１００ －０．３７１００
σｚ（ｚ＝０）－１．００００ －１．００００ －１．００００２ －０．９９９９５ －０．９９９９７
σｒ（ｚ＝０）－０．４２９０ －０．４２８６ －０．４２８６１ －０．４２８６１ －０．４２９０３

表２　所选点处总位移的相对误差
Ｔａｂｌｅ２　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｆｏｒｔｏｔａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｔ

ｓｅｌｅｃｔｅｄｐｏｉｎｔｓ

坐标

ｒ／ｍ ｚ／ｍ

总位移相对误差ε（ｕ）／％

ｄ／ｌ＝０．３ ｄ／ｌ＝０．５ ｄ／ｌ＝０．７ ｄ／ｌ＝０．９

３．２５ ０．２５ ０．０００ ０．０００ ０．０４３ ０．０３１
３．７５ ０．２５ ０．０００ ０．００６ －０．０４３ ０．０１９
３．２５ ０．７５ ０．００５ －０．００１ ０．０７６ ０．０３３
３．７５ ０．７５ ０．００５ ０．００５ －０．０７３ ０．１３２

　　如图３所示，在 Ｂ，Ｃ，Ｄ的３种网格下，可以看出
有些单元退化成了三角形或凹四边形，传统有限元法

已无能为力。但从表３～４中的数据可知，网格畸变情
况下ＨＦＳＦＥＭ仍具有较高精度。

表３　所选点处径向应力的相对误差
Ｔａｂｌｅ３　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｆｏｒｒａｄｉａｌｓｔｒｅｓｓａｔ

ｓｅｌｅｃｔｅｄｐｏｉｎｔｓ

坐标

ｒ／ｍ ｚ／ｍ

径向应力相对误差ε（σｒ）／％

ｄ／ｌ＝０．３ ｄ／ｌ＝０．５ ｄ／ｌ＝０．７ ｄ／ｌ＝０．９

３．２５ ０．２５ －０．０２５ －０．０１２ ０．０３５ ０．１６５
３．７５ ０．２５ －０．００９ －０．０４９ ０．０１３ ０．０４４
３．２５ ０．７５ －０．０３２ －０．０９６ ０．６１３ ０．５４８
３．７５ ０．７５ －０．０３１ ０．１８０ ０．１８４ ０．３５２

表４　所选点处轴向应力的相对误差
Ｔａｂｌｅ４　Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｆｏｒａｘｉａｌｓｔｒｅｓｓａｔ

ｓｅｌｅｃｔｅｄｐｏｉｎｔｓ

坐标

ｒ／ｍ ｚ／ｍ

轴向应力相对误差ε（σｚ）／％

ｄ／ｌ＝０．３ ｄ／ｌ＝０．５ ｄ／ｌ＝０．７ ｄ／ｌ＝０．９

３．２５ ０．２５ －０．００１ －０．００９ －０．１０７ －０．０１７
３．７５ ０．２５ ０．００３ ０．００１ －０．１２０ ０．１４７
３．２５ ０．７５ －０．０３６ －０．０３２ －０．７００ －０．０３２
３．７５ ０．７５ ０．０２４ ０．０００ －１．０１６ －０．０８０

３．２　离心力作用下的空心圆锥
图４所示为离心载荷作用下的空心圆锥体，在底

面和内表面分别施加法向位移约束，曲面为自由边界

条件。在本例中，取ａ＝３ｍ为内径，弹性模量取Ｅ＝１
Ｐａ，泊松比ν＝０．３，ρ＝１ｋｇ／ｍ３，ω＝１ｒａｄ／ｓ。图５和图
６所示为３５单元网格下总位移和应力分量云图。由

图５和６可以看出，ＨＦＳＦＥＭ与ＡＢＡＱＵＳ二者所得位
移和径向应力结果吻合良好。图７（ａ）和（ｂ）所示为
３５单元网格下 ＨＦＳＦＥＭ和 ＡＢＡＱＵＳ的轴向应力云
图；图７（ｃ）所示为２５１单元下的ＡＢＡＱＵＳ轴向应力云
图。结果显示ＨＦＳＦＥＭ在稀疏网格下（３５单元）仍然
具有良好精度，而在２５１单元网格下 ＡＢＡＱＵＳ轴向应
力云图才与 ＨＦＳＦＥＭ相当。此外，ＨＦＳＦＥＭ还表现
出较高的收敛速度。

图４　空心圆锥模型及其网格划分
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｍｏｄｅｌｏｆｈｏｌｌｏｗｃｏｎｅａｎｄ

ｉｔｓｍｅｓｈｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

图５　总位移云图
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｃｏｎｔｏｕｒｐｌｏｔｓｏｆｔｏｔａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
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图６　径向应力云图
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｃｏｎｔｏｕｒｐｌｏｔｓｏｆｒａｄｉａｌｓｔｒｅｓｓ

图７　轴向应力云图
Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｃｏｎｔｏｕｒｐｌｏｔｓｏｆａｘｉａｌｓｔｒｅｓｓ

３．３　离心力作用下的任意边界回转体
如图８所示为离心力作用下花生状回转体，曲面

为自然边界条件，内表面固定。弹性模量 Ｅ＝１Ｐａ，泊
松比ν＝０．３，ρ＝１ｋｇ／ｍ３，ω＝１ｒａｄ／ｓ，内径 ａ＝３ｍ。
其中ｒ１＝１．０ｍ，ｒ２＝０．８ｍ。图９和１０给出了３１单元
网格下总位移和应力分量云图。由图９和１０可以看
出，ＨＦＳＦＥＭ与ＡＢＡＱＵＳ二者所得位移和应力结果吻
合良好。由图１０可以看出在应力分布上部分地方还
有些不同，这与网格疏密程度有关，并随着网格的加密

二者会趋于一致的精确解。

４　结语
对于含体力的轴对称弹性力学问题，课题组利用

其非齐次控制方程得到任意一组位移和应力特解，并

将此特解与杂交基本解有限元列式结合而获得齐次

解，最后，通过线性叠加原理求得全解。此模型求解过

图８　“花生”模型及其网格划分
Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｍｏｄｅｌｏｆ“Ｐｅａｎｕｔ”ａｎｄ

ｉｔｓｍｅｓｈｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ

·０１· 　 轻工机械　ＬｉｇｈｔＩｎｄｕｓｔｒｙＭａｃｈｉｎｅｒｙ ２０２０年第１期



图９　总位移云图
Ｆｉｇｕｒｅ９　Ｃｏｎｔｏｕｒｐｌｏｔｓｏｆｔｏｔａｌｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

图１０　径向和轴向应力云图
Ｆｉｇｕｒｅ１０　Ｃｏｎｔｏｕｒｐｌｏｔｓｏｆｒａｄｉａｌ

ｓｔｒｅｓｓａｎｄａｘｉａｌｓｔｒｅｓｓ

程理论清晰，易于数值实现，且由特解法消除因体力项

而产生的区域积分后，杂交基本解有限元的网格畸变

免疫性、稀疏网格也能达到理想精度等优点得以保持。

此外，需要指出的是当求解模型为实心回转体时，该杂

交基本解有限元法将不能处理。但随着基本解的发

展，这一问题会得到解决。同时，针对体力项为任意体

力且难以获得相应解析特解时，可利用适当的径向基

函数近似处理特解并得到其封闭形式。
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