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磁流变液剪切屈服应力计算模型
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摘　要：为了提升磁流变液剪切屈服应力计算的准确性，课题组以麦克斯韦应力张量理论为基础，从微观角度考虑非线
性磁化过程从而建立磁流变液链状模型。以 ＭＲＦ１２２ＥＧ和 ＭＲＦ１３２ＬＤ磁流变液 ２种液体样本为研究对象，通过
ＡＮＳＯＦＴ软件进行磁场仿真并得出２种样品的屈服应力。结果显示：ＭＲＦ１２２ＥＧ、ＭＲＦ１３２ＤＧ样品的屈服应力与 Ｌｏｒｄ
公司提供的对应技术参数的最大相对误差分别约为６％和９％，属于实验允许的范围，说明该理论模型具有合理性。该
研究也为磁流变液剪切屈服应力计算提供一种实用的方法。
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　　剪切屈服应力是磁流变液最重要的性能指标之
一，剪切屈服应力的大小决定了磁流变液传动装置传

递扭矩的大小，因此精确测量屈服应力是磁流变液在

各个工程领域得到广泛应用的前提［１６］。为了客观地

评价磁流变液的流变学特性，首先应准确地测量磁流

变液（ＭＲＦ）的剪切屈服应力。Ｂｉｎｇｈａｍ模型是最早被
广泛应用的磁流变液本构模型，而 Ｂｉｖｉｓｏｕｓ模型［７］、

Ｅｙｒｉｎｇ模型［８］和 ＨｅｒｓｃｈｅｌＢｕｌｋｅｙ模型［９１０］等都是在

Ｂｉｎｇｈａｍ模型的基础上发展而来。在各种屈服应力计
算模型的基础上，如何精确计算磁流变液的屈服应力

吸引了众多国内外学者研究。经典偶极子模型［１１］表

达式简洁、计算便捷，适用于磁性粒子间距较大时，而

当磁性粒子间距较小时，计算误差大。局部场偶极子

模型［１２］３００因考虑了其它磁性粒子因素，计算准确度提

高；当应用在磁性粒子间距非常小的条件下时，磁偶极

矩受其它磁性粒子影响会发生偏离中心现象，有违模

型的前提假设，模型发生失真。陈慧余等［１３］在研究磁

流变液力学特性时建立了纤维束模型，该模型把磁流

变液看成是磁性粒子形成的许多串束，在２个磁极之
间有许多磁链（类似纤维束结构），磁链之间存在包含
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基础液的间隙。磁链和基础液之间相互作用，使得纤

维束被粘黏在一起。基于该模型算出磁流变液与２磁
极之间的正压力。Ｒｏｓｅｎｗｅｉｇ等［１４］把磁流变液假设为

具有各向同性、磁化率和屈服应力的单一固体，提出了

平均场连续模型。田祖织等［１２］３０１在考虑磁饱和的基

础上提出一种分裂偶极子模型，该模型适用于中强磁

场，当外加磁场较小时，分裂偶极子模型中心线磁场误

差大于２０％，此时模型不再适用。Ｔａｎｇ等［１５］从二维

层状结构入手，利用Ｍａｘｗｅｌｌ应力张量理论，对链进行
应力分析，考虑粒子的磁饱和效应和磁场集中效应，分

析得出磁流变液屈服应力计算公式。关于极化小球模

型，其前提假设是磁性粒子只能形成单链解（ｉｓｏｌａｔｅｄ
ｃｈａｉｎ），与电流变中点偶极子模型有一定的共同点，粒
子间的作用力利用磁荷来计算。Ｌｅｍａｉｒｅ等［１６］利用类

似电极化小球法得到磁偶极子作用力表达式，获得某

磁流变液样品的屈服应力；但是该模型未涉及磁性粒

子磁化的非线性特征，导致计算结果误差很大。彭小

强等［１７］采用分段建模的方法建立微观机械流体动力

学模型，在考虑磁场强度、体积分数、温度等因素的基

础上得到的计算结果接近实验结果。

综合以上分析结果可以看出，目前的理论模型虽

取得一定的进展，但仍然存在一些不完善的地方。当

磁性颗粒间距较小时，经典偶极子模型计算误差大；在

磁性粒子间距小的情况下，局部场偶极子模型会发生

失真；当外加磁场较小时，分裂偶极子模型不再适用；

Ｌｅｍａｉｒｅ及Ｒｏｓｅｎｗｅｉｇ等在理想的假设前提下未考虑
磁性颗粒的非线性磁化过程。为准确求解磁流变液剪

切屈服应力，课题组首先利用麦克斯韦应力张量方程，

从磁流变液的微结构出发，并考虑非线性磁化过程，对

ＭＲＦ１２２ＥＧ和ＭＲＦ１３２ＬＤ的２种不同型号磁流变液
的屈服应力进行理论计算；其次，结合有限元软件

Ａｎｓｏｆｔ对磁流变液样品进行磁场仿真，得到具体磁感
应强度下的磁场分布；再通过 ＭＡＴＬＡＢ软件对剪切应
力进行拟合，得到剪切应力与剪应变的关系图；最后将

结果与Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数进行对比，验证该模
型是否合理。

１　磁流变液链状模型
１．１　麦克斯韦理论［１７］

对于研究磁流变液剪切屈服应力，针对各向同性

的传递介质，条件如下：

Ｄ＝εε０Ｅ；

Ｂ＝μμ０Ｈ；

ｊ０＝σＥ
}

。

（１）

式中：Ｄ表示电位移；ｊ０表示传导电流密度；ε表示相
对介电常数；μ表示相对磁导率；σ表示相对电导率；
ε０表示真空介电常数；μ０表示真空磁导率；Ｈ表示磁
场强度。

当求解空间介质密度为 ρ，相对磁导率和相对介
电常数分别为μ和 ε，电场强度和磁感应强度分别为
Ｅ和Ｂ，此时电磁场作用在单位介质上的作用力即为
电磁场体积力：

ｆｅｍ ＝· εε０ＥＥ＋μμ０ＨＨ－
１
２（εε０Ｅ

２＋μμ０Ｈ
２）Ｓ{ } －

εε０μμ０

ｔ
Ｅ×Ｈ。 （２）

令

Φ

＝εε０ＥＥ＋μμ０ＨＨ－

１
２（εε０Ｅ

２＋μμ０Ｈ
２）Ｓ

； （３）

Ｇ＝εε０μμ０Ｅ×Ｈ。 （４）
则有

ｆｅｍ＝·Φ

－Ｇ
ｔ
。 （５）

式中 Φ

即为麦克斯韦应力张量 （Ｍａｘｗｅｌｌｓｔｒｅｓｓ

ｔｅｎｓｏｒ）。
在空间任意区域Ｖ对式（５）进行积分得：

Ｆ＝∫Ｖｆｅｍｄτ＝∮ＳｄＳ·Φ －ｔ∫ＶＧｄＶ。 （６）

式中：∮ＳｄＳ·Φ

表示外场对内场的作用力；珗ｎ·Φ


表示

单位分界面上外场对内场施加的应力；珗ｎ表示分界面
上向外法线的方向。

１．２　磁流变液链状模型
如图１所示，在无磁场作用条件下，粒子呈分散状

分布于磁流变液中，而在磁场作用下，粒子形成链状结

构分布于磁流变液中。

课题组针对磁流变液的特点，并考虑其非线性磁

化过程，构造出磁流变液链状模型。假设在零场时呈

均匀状态且具有各向同性，在磁场作用时粒子均匀地

形成多条单链。从长链中提取单个小球单元体，对单

元体进行受力分析，单元体只受上下相邻粒子的作用

且受力对称，如图２所示。
由图２可知，为了结构的对称性，把磁性粒子周围

的基础液看成圆柱状，柱高２ｈ，圆柱半径为Ｗ，粒子半
径为Ｒ，则ＭＲＦ的体积分数为：

Φ＝４πＲ３／（３×２πＷ２ｈ）。 （７）
单元体磁场边界条件为：

Ｈｒ＝０（Ｚ＝０，Ｚ＝２ｈ，ｒ＝Ｗ）。 （８）
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图１　磁流变液在有磁场和无磁场作用下的状态
Ｆｉｇｕｒｅ１　ＳｔａｔｅｏｆＭＲＦｕｎｄｅｒｍａｇｎｅｔｉｃ

ｆｉｅｌｄａｎｄｎｏｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄ

图２　ＭＲＦ链状模型
Ｆｉｇｕｒｅ２　ＣｈａｉｎｍｏｄｅｌｏｆＭＲＦ

式中：Ｚ代表图２中圆柱体与水平方向平行的面；ｒ表
示圆柱体的半径；Ｈｒ表示在 Ｚ＝０的平面上半径为 ｒ
的圆柱体所受的磁场强度。

对于磁感应强度和磁场强度，在磁性粒子和传递

介质交互界面上，磁感应强度和磁场强度分别为法向、

切向连续，所以得：

（Ｂ２－Ｂ１）·ｎ＝０； （９）
ｎ×（Ｈ２－Ｈ１）＝０。 （１０）

式中：Ｂ１和 Ｂ２表示磁感应强度法向方向的值；Ｈ１和 Ｈ２
代表磁场强度切向方向的值；ｎ代表各方向单位向量。

在Ｚ＝２ｈ面上，单元体受力为：

Ｆ＝∫ｎ·｛μμ０（ＨＨ－１２Ｈ２Ｓ

）ｄｓ｝＝

μμ０
２∫

Ｗ

０
２πｒ［ＨＺ－Ｈ０］

２ｄｒ。 （１１）

式中：Ｈ０表示外磁场强度；ＨＺ－Ｈ０表示磁性粒子产生
的附加磁场。

通常情况下，外磁场强度等于圆柱高的１／２倒数
乘以磁场强度在Ｚ轴方向上０～ｈ的积分。

当颗粒链发生剪切时，剪切后链的轴线与原轴线

夹角为θ，可得剪切应变为γ＝ｔａｎθ，此时，２颗粒间距
为２ｈ＝２Ｒｓｅｃθ＝２Ｒ（１＋γ２）１／２。

联立式（７）～（１１），得到屈服应力

τ＝ γ
１＋γ槡

２

Ｆ
πＷ２
。 （１２）

通过式（１２）可知屈服应力与剪切应变之间的关
系，结合有限元方法即可得到屈服应力的数值解。

２　仿真结果与分析
２．１　选取计算对象

依据 Ｌｏｒｄ公司提供的 ＭＲＦ１２２ＥＧ和 ＭＲＦ
１３２ＤＧ２种型号磁流变液的技术参数，课题组针对
ＭＲＦ１２２ＥＧ和 ＭＲＦ１３２ＤＧ的屈服应力进行计算分
析，并将计算结果与Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数进行比
较分析来验证屈服应力理论计算公式的误差范围。

２．２　数据处理
Ｌｏｒｄ公司的 ＭＲＦ１２２ＥＧ和 ＭＲＦ１３２ＤＧ型号磁

流变液原始技术参数如图３～４和表１所示。

图３　ＭＲＦ１２２ＥＧ和ＭＲＦ１３２ＤＧ的
屈服应力磁场强度曲线

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｙｉｅｌｄｃｕｒｖｅｓｔｒｅｓｓｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄ
ｓｔｒｅｎｇｔｈｏｆＭＲＦ１２２ＥＧａｎｄＭＲＦ１３２ＤＧ
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表１　磁流变液技术参数
Ｔａｂｌｅ１　ＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＭＲＦ

型号 基础液 密度／（ｃｍ３） 质量分数／％ 颜色 黏度／（Ｐａ·ｓ） 温度／℃

ＭＲＦ１２２ＥＧ ＣＨ ２．２８～２．４８ ７２．００ 黑灰色 ０．０４２±０．０２０ －４０～１３０

ＭＲＦ１３２ＤＧ ＣＨ ２．９８～３．１８ ８０．９８ 黑灰色 ０．０９２±０．０１５ －４０～１３０

图４　ＭＲＦ１２２ＥＧ和ＭＲＦ１３２ＤＧ的
ＢＨ曲线

Ｆｉｇｕｒｅ４　ＢＨｃｕｒｖｅｏｆＭＲＦ１２２ＥＧａｎｄ
ＭＲＦ１３２ＤＧ

　　由于需要验证的是磁流变液屈服应力与磁感应强
度的趋势，所以需要对上图进行处理，为了数据预处理

结果的准确性，利用 ＧｅｔＤａｔａＧｒａｐｈＤｉｇｉｔｉｚｅｒ软件对屈
服应力磁场强度曲线和ＢＨ曲线进行坐标提取，通过
对ＭＲＦ１２２ＥＧ和 ＭＲＦ１３２ＤＧ屈服曲线坐标数据和
ＢＨ曲线坐标数据进行提取，得到结果如图５所示。

图５　Ｌｏｒｄ公司ＭＲＦ１２２ＥＧ和ＭＲＦ１３２ＤＧ的
屈服应力磁感应强度曲线

Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｙｉｅｌｄｓｔｒｅｓｓｍａｇｎｅｔｉｃｉｎｄｕｃｔｉｏｎ
ｓｔｒｅｎｇｔｈｃｕｒｖｅｏｆＭＲＦ１２２ＥＧａｎｄ
ＭＲＦ１３２ＤＧｏｆＬｏｒｄＣｏｍｐａｎｙ

２．３　计算结果分析
首先以ＭＲＦ１２２ＥＧ为例进行计算过程分析，图２

所示的磁流变液单元体为圆柱体，具有轴对称特性，利

用ＡＮＳＯＦＴ软件将单元体中轴线的剖面进行二维静磁
场仿真分析，ＭＲＦ１２２ＥＧ的ＢＨ曲线如图４所示。在
ＡＮＳＯＦＴ软件中分别将单元体置于磁感应强度为０．１５
和０．４０Ｔ的条件下，磁场分布如图６和图７所示。

图６　磁感应强度为０．１５Ｔ时单元体的磁场分布
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ

ｅｌｅｍｅｎｔａｔＢ＝０．１５Ｔ

图７　磁感应强度为０．４０Ｔ时单元体的磁场分布
Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｍａｇｎｅｔｉｃｆｉｅｌｄｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆ

ｅｌｅｍｅｎｔａｔＢ＝０．４０Ｔ
对单元体中磁性颗粒位置的磁场进行提取，当磁

感应强度为０．１５Ｔ时，对应磁场强度约为４×１０４Ａ／
ｍ，ＭＲＦ１２２ＥＧ对应的磁导率 μ为０．００５８Ｔ·ｍ／Ａ；
当磁感应强度为０．４０Ｔ时，对应磁场强度约为９×１０４

Ａ／ｍ，ＭＲＦ１２２ＥＧ对应的磁导率 μ为０．００４２Ｔ·ｍ／
Ａ，真空磁导率 μ０为 ４π×１０

－７Ａ／ｍ，联立式（１１）和
（１２）得到剪切应力关系式。

当磁感应强度分别为０．１５，０．４０Ｔ时，剪切应力
分别为：

τ０．１５＝５．８３
γ
１＋γ槡

２
； （１３）

τ０．４０＝２１．３８
γ
１＋γ槡

２
。 （１４）

为了得到当磁感应强度分别为０．１５和０．４０Ｔ时
的磁流变液剪切应力，利用ＭＡＴＬＡＢ软件对式（１３）和
式（１４）进行拟合，得到剪切应力与剪应变的关系如图
８所示。
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图８　Ｂ＝０．１５Ｔ和Ｂ＝０．４０Ｔ时
剪切应力与剪应变关系

Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｓｈｅａｒｓｔｒｅｓｓｖｓ．ｓｈｅａｒｓｔｒａｉｎａｔ
Ｂ＝０．１５ＴａｎｄＢ＝０．４０Ｔ

通过图８可知，在特定磁感应强度条件下，剪切应
力随着剪应变的增加而增加，剪切应力到达一定值时

不再增加，此值即为对应磁感应强度下的屈服应力。

当磁感应强度为０．１５和０．４０Ｔ时，ＭＲＦ１２２ＥＧ的屈
服应力分别为６．７２和２２．５４ｋＰａ，以此类推，最终得到
ＭＲＦ１２２ＥＧ的τＢ曲线如图９所示。

图９　ＭＲＦ１２２ＥＧ的屈服应力
磁感应强度曲线

Ｆｉｇｕｒｅ９　Ｙｉｅｌｄｓｔｒｅｓｓｍａｇｎｅｔｉｃｉｎｄｕｃｔｉｏｎ
ｓｔｒｅｎｇｔｈｃｕｒｖｅｏｆＭＲＦ１２２ＥＧ

ＭＲＦ１３２ＤＧ的屈服应力磁感应强度曲线计算过
程同上，结果如图１０所示。

通过图 ９和图 １０可知，ＭＲＦ１２２ＥＧ和 ＭＲＦ
１３２ＤＧ的屈服应力磁感应强度曲线的计算结果和
Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数值较吻合。ＭＲＦ１２２ＥＧ曲
线的计算值略高于Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数，计算值
和Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数值的最大相对误差为
６％，说明理论计算公式比较合理。ＭＲＦ１３２ＤＧ曲线
的计算值在磁感应强度低于０．８Ｔ时略高于 Ｌｏｒｄ公
司提供的技术参数，当磁感应强度高于０．８Ｔ时，计算

图１０　ＭＲＦ１３２ＤＧ的屈服应力
磁感应强度曲线

Ｆｉｇｕｒｅ１０　Ｙｉｅｌｄｓｔｒｅｓｓｍａｇｎｅｔｉｃｉｎｄｕｃｔｉｏｎ
ｓｔｒｅｎｇｔｈｃｕｒｖｅｏｆＭＲＦ１３２ＤＧ

值略低于Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数，说明高质量分数
的磁流变液在强磁场条件下磁性粒子的内部排斥力明

显增大，但计算值和Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数值的最
大相对误差为９％，在合理的误差范围内，说明理论计
算模型具有可信度。

３　结语
课题组依据麦克斯韦应力张量方程构建了磁流变

液屈服应力计算模型，以 ＭＲＦ１２２ＥＧ和 ＭＲＦ１３２ＬＤ
为研究对象，通过对Ｌｏｒｄ公司提供的技术参数进行提
取，得出屈服应力磁感应强度曲线。在此基础上，借
助ＡＮＳＯＦＴ对ＭＲＦ１２２ＥＧ和ＭＲＦ１３２ＬＤ进行磁场仿
真得到２种样品的屈服应力的计算值。紧接着将计算
值与Ｌｏｒｄ公司提供的屈服应力技术参数进行比较，结
果表明ＭＲＦ１２２ＥＧ和ＭＲＦ１３２ＤＧ的２种磁流变液屈
服应力计算值和 Ｌｏｒｄ公司提供的对应技术参数值的
最大相对误差分别为６％和９％，说明理论计算模型具
有是合理性和可信度。
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