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ＲＶ减速器间隙及关节摩擦对医用机械臂
动力学的耦合影响

杨立欢，胡伟恒，陈惠贤

（兰州理工大学 机电工程学院，甘肃 兰州　７３００５０）

摘　要：为了探究减速器间隙及关节摩擦对医用机械臂动力学特性的影响，提高医用机械臂控制及摆位的精度，课题组
以医用机械臂为对象，利用拉格朗日方程建立了包含ＲＶ减速器中心轮与行星轮之间的时变啮合刚度、啮合阻尼、齿侧
间隙及关节铰接摩擦的动力学模型。仿真分析结果表明：由于时变啮合刚度、啮合阻尼、齿侧间隙的出现，医用机械臂角

加速度出现非周期波动，且随着间隙的增加，波动幅值增大，而关节摩擦可以降低加速度波动的幅值，但会造成系统能量

损失；同时，时变啮合刚度、啮合阻尼和齿侧间隙使医用机械臂末端在同一时刻到达位置出现偏差，运动出现时间上的延

迟，关节摩擦使末端轨迹的误差进一步增加。
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　　医用机械臂是肿瘤放射治疗系统中的主要组成部
分之一，其作用是支撑患者进行摆位并将靶区（肿瘤）

置于束流照射范围内，进行精确调整减少束流对靶区

周围正常组织或器官的照射［１２］，因此医用机械臂的精

度要求极高。医用机械臂关节中的 ＲＶ减速器由于制
造、装配和润滑等需要，齿轮啮合间隙不可避免，而啮

合间隙可能导致机械臂动力学特性发生变化，影响机

械臂的摆位精度［３］，使治疗结果产生偏差，同时关节
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摩擦也会造成医用机械臂的动力学特性不稳定，影响

治疗结果。所以需要对其建立包含减速器间隙及关节

摩擦的动力学模型并分析其动力学特性［４］。国内外

学者对于包含减速器的机械臂动力学模型的建立及其

对动力学特性影响等方面做了很多研究。Ａｄｅｎｉｌｓｉｎ
等［５］考虑谐波齿轮黏性阻尼、摩擦及柔性变形等非线

性因素的影响建立了空间机械臂动力学模型并探究了

多种因素影响下的动力学特性；Ｍｅｓｓｔｅｒ等［６］对关节包

含行星减速器的空间机械臂进行了动力学建模，但只

考虑了轮齿啮合对数的变化所引起的时变啮合刚度变

化的影响，忽略了间隙及摩擦等非线性因素；孙小

明［７］以单杆机械臂为研究对象，综合考虑了行星减速

器齿侧间隙、时变啮合刚度和臂杆柔性等因素，基于

Ｌａｇｒａｎｇｅ方程建立了机械臂的运动微分方程，分析了
齿侧间隙等因素对机械臂动力学特性的影响，研究结

果表明，随着齿侧间隙的增大，减速器的传递误差对机

械臂定位误差产生的影响逐渐增大；何诗文［８］以空间

机械臂为研究对象，综合考虑了行星减速器齿侧间隙、

齿轮柔性啮合阻尼等因素建立了动力学模型并提出了

一种高效的行星齿轮关节模型求解方法。对于减速器

间隙对机械臂影响的研究中，大多数学者以行星减速

器或单杆机械臂为研究对象，且很少考虑到关节摩擦，

所以课题组综合考虑ＲＶ减速器中心轮与行星轮之间
的齿侧间隙、啮合刚度、啮合阻尼及关节摩擦建立２杆
医用机械臂动力学模型，探究这些非线性因素对医用

机械臂动力学特性的影响。

１　关节转动所需扭矩计算
医用机械臂三维模型如图１所示，首先对医用机

械臂做如下假设：

１）每个杆和关节都是刚性体；
２）每个关节都只有１个转动的自由度。

图１　医用机械臂三维模型
Ｆｉｇｕｒｅ１　３Ｄｍｏｄｅｌｏｆｍｅｄｉｃａｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

由于拉格朗日法在分析多关节动力学特性上不涉

及到约束力［９］，所以课题组采用拉格朗日法来建立动

力学模型。

用于保守系统的拉格朗日方程基本形式为

τｉ＝
ｄ
ｄｔ
Ｌ
ｑ( )
ｉ
－Ｌ
ｑｉ
。 （１）

式中：ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ为所研究的力学系统的广义坐标；ｑｉ
各广义坐标中的广义速度；τｉ为作用在第 ｉ个广义坐
标的广义力或力矩（平移时为广义力，旋转时为力

矩），ｉ＝１，２，３，…，ｎ。
Ｌ＝Ｔ－Ｖ。 （２）

式中：Ｔ为系统总的动能；Ｖ为系统总的势能。
现只研究医用机械臂做大范围运动时的动力学特

性，只考虑大臂及小臂将医用机械臂简化成两杆结构，

并建立如图２所示的固定坐标系 ＯＸＹ及参考坐标系
Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１，Ｏ２Ｘ２Ｙ２Ｚ２。两杆平行于地面绕Ｚ和Ｚ１轴转
动，质心分别为 ｍ１和 ｍ２，绕质心的转动惯量为 ＩＣ１和
ＩＣ２；ＬＣ１和ＬＣ２为各关节轴中心到相对应杆质心的距离；
Ｌ１和Ｌ２为各关节中心垂直距离。

图２　医用机械臂坐标系
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｍｅｄｉｃａｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
取各个关节的转角 θ１，θ２为广义坐标，根据图 ２

利用几何法求得各杆质心坐标的位置矢量。

杆１质心坐标：
ｘ１＝ＬＣ１ｃｏｓθ１；

ｙ１＝ＬＣ２ｓｉｎθ１；

ｚ１＝０
}

。

（３）

杆２质心坐标为：
ｘ２＝Ｌ１ｃｏｓθ１＋ＬＣ２ｃｏｓ（θ１＋θ２）；

ｙ２＝Ｌ１ｓｉｎθ１＋ＬＣ２ｓｉｎ（θ１＋θ２）；

ｚ２＝０
}

。

（４）

因为各杆绕定轴转动可以表示为质心的平移运动

和绕质心的旋转运动２个运动的合成，所以系统总动
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能为：

ＥＫ ＝∑
２

ｉ＝１
（
１
２ｍｉ（

ｘ２ｉ＋ｙ
２
ｉ＋ｚ

２
ｉ）＋ＩＣｉθ

２
ｉ）。 （５）

系统总势能为：

ＥＰ ＝∑
２

ｉ＝１
ｍｉｇｈｉ。 （６）

式中：ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ为各杆质心在 Ｘ，Ｙ，Ｚ轴的速度分量；ＩＣｉ
各杆对质心的转动惯量；θｉ为各杆转动角速度；ｇ为重
力加速度；ｈｉ为各杆质心到零势能平面距离。

综合式（１），（２），（５）和（６）并计算整理，将结果
写成矩阵形式：

τ＝Ｄ（θ）̈θ＋Ｈ（θ，θ）＋Ｇ（θ）。 （７）

式中：τ＝
τ１
τ( )
２

；̈θ＝
θ̈１
θ̈( )
２

；θ＝
θ１
θ( )
２

；θ＝
θ１
θ( )
２

。

τ为各关节所需力矩，等于减速器末端输出扭矩；
Ｄ（θ）为医用机械臂２×２惯性矩阵；Ｈ（θ，θ）为２×１
阶离心力和柯氏力矢量；Ｇ（θ）为２×１阶重力矢量。
２　关节旋转铰接处产生的摩擦扭矩计算求解
２．１　关节铰接法向接触力计算

首先将医用机械臂各关节铰接简化成如图３所示
的铰接接触形式，利用达朗伯定理对医用机械臂进行

动静力学分析来求解接触面上接触力，如图４所示。
其中，ＦＩＣ１Ｘ，ＦＩＣ１Ｙ，ＦＩＣ２Ｘ，ＦＩＣ２Ｙ为各杆质心惯性力矢量在
Ｘ，Ｙ轴的分量；ＦｉＸ′，ＦｉＹ′（ｉ＝１～２）为关节 ｊ（ｊ＝１～２）
处杆 ｉ受到的约束力（铰接面接触力）在 Ｘ，Ｙ轴的分
量；Ｆ１Ｘ，Ｆ１Ｙ为杆１在关节２处受到杆２给予的约束反
力；ＩＣｉ（ｉ＝１，２）为杆ｉ质心位置。

忽略惯性力矩、弯矩的影响，且各个力对关节中心

产生力矩由电机输出力矩来平衡。根据图４可列出如
下受力分析表达式：

１）以杆１为研究对象

∑Ｘ＝０，Ｆ１Ｘ′＋ＦＩＣ１Ｘ ＋Ｆ１Ｘ ＝０；
∑Ｙ＝０，Ｆ１Ｙ′－ＦＩＣ１Ｙ＋Ｆ１Ｙ ＝０ }

。
（８）

２）以杆２为研究对象

∑Ｘ＝０，Ｆ２Ｘ′＋ＦＩＣ２Ｘ ＝０；
∑Ｙ＝０，Ｆ２Ｙ′－ＦＩＣ２Ｙ ＝０ }

。
（９）

式中：Ｆ１Ｘ ＝－Ｆ２Ｘ′；Ｆ１Ｙ＝－Ｆ２Ｙ′；ＦＩＣｉＸ ＝ｍｉ̈ｘｉ；ＦＩＣｉＹ ＝ｍｉ̈ｙｉ。
其中：̈ｘ，̈ｙ为对公式（３）和（４）求二阶导数，得到的

杆１和杆２的质心加速度在Ｘ，Ｙ轴的投影分量。
根据公式（８）和（９）解出各关节两铰接面接触力

如下：

Ｆ１Ｘ′＝－（ＦＩＣ２Ｘ＋ＦＩＣ１Ｘ）；

Ｆ１Ｙ′＝－（ＦＩＣ２Ｙ＋ＦＩＣ１Ｙ
}）。 （１０）

Ｆ２Ｘ′＝－ＦＩＣ２Ｘ；

Ｆ２Ｙ′＝ＦＩＣ２Ｙ
}。

（１１）

图３　医用机械臂关节铰接简化示意图
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｄｉａｇｒａｍｏｆｍｅｄｉｃａｌ
ｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍｊｏｉｎｔａｒｔｉｃｕｌａｔｉｏｎ

图４　医用机械臂受力分析
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｆｏｒｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｍｅｄｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍ

２．２　关节铰接处摩擦扭矩计算
课题组选取库伦摩擦模型［９］来求解医用机械臂

关节处的摩擦力矩，表达式为：

Ｔｃｆ（θ，θ）＝μ·Ｔｎｓｇｎ（ｖ）。 （１２）
式中：Ｔｃｆ（θ，θ）为库伦摩擦力矩；μ为摩擦因数；ｓｇｎ
（ｖ）为符号函数；Ｔｎ为法向接触力矩，且有

Ｔｎ＝Ｆｎｒ。 （１３）
式中：Ｆｎ为法向接触力；ｒ为作用半径。

综合式（１０）～（１３）可得到库伦摩擦模型下关节
１，２铰接接触面上摩擦力矩分别为：

Ｔｆ′１Ｘ＝μ１·Ｆ１Ｘ′·ｒ１·ｓｇｎ（ｖ）；

Ｔｆ′１Ｙ＝μ１·Ｆ１Ｙ′·ｒ１·ｓｇｎ（ｖ }）。 （１４）

Ｔｆ′２Ｘ＝μ２·Ｆ２Ｘ′·ｒ２·ｓｇｎ（ｖ）；

Ｔｆ′２Ｙ＝μ２·Ｆ２Ｙ′·ｒ２·ｓｇｎ（ｖ }）。 （１５）

式中：μ１，μ２为关节１，２的两触面摩擦因数；ｒ１，ｒ２为作
用半径；Ｔｆ′１Ｘ，Ｔｆ′１Ｙ，Ｔｆ′２Ｘ，Ｔｆ′２Ｙ为关节１，２处Ｘ，Ｙ轴上的
接触力作用下所产生的摩擦力矩。

库仑摩擦模型下各关节总摩擦力矩 Ｔｆ１，Ｔｆ２可表
示为：

Ｔｆ１＝Ｔｆ′１Ｘ＋Ｔｆ′１Ｙ；

Ｔｆ２＝Ｔｆ′２Ｘ＋Ｔｆ′２Ｙ }。 （１６）
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３　ＲＶ减速器末端输出扭矩计算
图５所示为机械臂与减速器简化连接图及ＲＶ减

速器结构简图。减速器输入扭矩由电机１和电机２提
供，各减速器输出盘与臂杆相连为减速器扭矩输出端，

并为臂杆转动提供动力。课题组主要考虑第一级中心

轮与３个行星轮之间的啮合间隙、啮合阻尼和啮合刚
度而将其它部分考虑成刚性体，建立 ＲＶ减速器的动
力学模型得出电机输入扭矩与减速器末端输出扭矩的

关系。

图５　机械臂与减速器简化连接图及
ＲＶ减速器结构

Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
ａｎｄｒｅｄｕｃｅｒａｎｄｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｏｆＲＶｒｅｄｕｃｅｒ

３．１　一级渐开线圆柱齿轮行星减速机构啮合力分析
ＲＶ减速器中一级渐开线圆柱齿轮行星减速机构

动力学模型如图６所示，图中 ｋｓｐｎ，ｃｓｐｎ（ｎ＝１～３）表示
中心轮与第ｎ个行星轮之间的时变啮合刚度和时变啮
合阻尼；θｓ，θｐ１，θｐ２，θｐ３为ＲＶ减速器中心轮及各行星轮
的旋转角度；ｒｓ，ｒｐ１，ｒｐ２，ｒｐ３为 ＲＶ减速器的中心轮及各
行星轮基圆半径。

假设各齿轮制造精度足够高，忽略齿面制造误差，

关节１处中心轮与各行星轮啮合力Ｆｓｎ，Ｆｐｎ有：
Ｆｓｎ＝ｋｓｐｎｆ（ｒｓθｓ＋ｒｐｎθｐｎ－（ｒｓ＋ｒｐｎ）θｒｃｏｓα）＋

ｃｓｐｎｆ（ｒｓθｓ＋ｒｐｎθｐｎ－（ｒｓ＋ｒｐｎ）θｒｃｏｓα）；

Ｆｐｎ＝－Ｆｓｎ
}

。

（１７）

图６　ＲＶ减速器１级行星减速动力学模型
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｆｉｒｓｔｓｔａｇｅｐｌａｎｅｔａｒｙｄｅｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

ｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆＲＶｒｅｄｕｃｅｒ
同理，关节２处为：

Ｆ′ｓｎ＝ｋ′ｓｐｎｆ′（ｒ′ｓθ′ｓ＋ｒ′ｐｎθ′ｐｎ－（ｒ′ｓ＋ｒ′ｐｎ）θ′ｒｃｏｓα′）＋

ｃ′ｓｐｎｆ′（ｒ′ｓθ′ｓ＋ｒ′ｐｎθ′ｐｎ－（ｒ′ｓ＋ｒ′ｐｎ）θ′ｒｃｏｓα′）；

Ｆ′ｐｎ＝－Ｆ′ｓｎ
}

。

（１８）
式中：Ｆｓｎ为中心轮与第ｎ个行星轮之间中心轮所受啮
合力；Ｆｐｎ表示第ｎ个行星轮与中心轮之间行星轮所受
啮合力；文中带有上角标的参数为关节 ２处减速器
参数。

间隙函数：

ｆ（ｘ）＝
ｘ－ｂ，ｘ＞ｂ；
０，－ｂ＜ｘ＜ｂ；
ｘ＋ｂ，ｘ＜ｂ{

。

（１９）

ｆ′（ｘ）＝
ｘ，ｘ＞ｂ或ｘ＜－ｂ；
０，－ｂ＜ｘ＜ｂ{ 。

（２０）

式中：ｂ为间隙值一半；ｘ为２齿轮啮合时沿啮合线方
向的相对位移；ｘ为啮合时相对速度。

参照文献［１０］第１６５页把１个啮合周期中的时
变啮合刚度及啮合阻尼描述成式：

ｋｓｐｎ（ｔ）＝
ｋ１，ｍｏｄ（（ｔ＋

φ０
２π
），Ｔｍ）∈（０，（２－ε）Ｔｍ），

ｋ２，ｍｏｄ（（ｔ＋
φ０
２π
），Ｔｍ）∈（（２－ε）Ｔｍ，Ｔｍ{ ）；

（２１）

ｋ′ｓｐｎ（ｔ）＝
ｋ′１，ｍｏｄ（（ｔ′＋

φ′０
２π
），Ｔ′ｍ）∈（０，（２－ε′）Ｔ′ｍ），

ｋ′２，ｍｏｄ（（ｔ′＋
φ′０
２π
），Ｔ′ｍ）∈（（２－ε′）Ｔ′ｍ，Ｔ′ｍ{ ）；

（２２）
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ｃｓｐｎ＝２ξｍ ｋｍｒ
２
ｓｒ
２
ｐｎＪｓＪｂｎ／（ｒ

２
ｓＪｓ＋ｒ

２
ｐｎＪｂｎ槡 ）； （２３）

ｃ′ｓｐｎ＝２ξｍ ｋ′ｍｒ′
２
ｓｒ′
２
ｐｎＪ′ｓＪ′ｂｎ／（ｒ′

２
ｓＪ′ｓ＋ｒ′

２
ｐｎＪ′ｂｎ槡 ）。（２４）

式中：ｍｏｄ为取余函数；Ｔｍ为啮合周期；φ０为啮合初始
相位；ε为重合度；ｋ１，ｋ２为由 ＩＳＯ法计算的单、双齿的
啮合刚度；ｋｍ为齿轮平均啮合刚度；Ｊｓ，Ｊｂｎ分别为中心
论、行星轮的转动惯量，假设３个行星轮制造无差别则
其转动惯量相同；ξｍ为轮齿啮合阻尼比，一般取０．０３～
０．１７。
３．２　建立ＲＶ减速器动力学模型

由ＲＶ减速器传动原理可知，３个曲柄轴在３个行
星轮的带动下进行自转，同时在针轮和３个曲柄轴作
用下，２个ＲＶ轮进行自转和公转并同时带动３个曲柄
轴进行公转，３个曲柄轴带动输出盘转动，形成１∶１输
出。所以可应用当量惯量原理将输出盘、曲柄轴和行

星轮公转当成整体考虑并等效为如图７所示系统。图
７中Ｊｒ，Ｊ１，Ｊ２，Ｊ３分别为ＲＶ轮、输出盘和３个曲柄轴、
３个行星轮公转时对中心的转动惯量；ＪＲ１，ＪＲ２分别为
ＲＶ轮１，２的自转转动惯量，且有ＪＲ１＝ＪＲ２。假设２个
ＲＶ轮相同，相差１８０°安装，则可选取一个 ＲＶ轮进行
受力分析，参考文献［１１］６７页对 ＲＶ轮受力分析如图
８所示，∑Ｆｉｘ，∑Ｆｉｙ为针轮对ＲＶ轮的力在Ｘ，Ｙ轴方向
分力；Ｆｊ１，Ｆｊ２（ｊ＝１～３）为曲柄对ＲＶ轮的作用力在Ｘ，
Ｙ轴方向分力且 Ｆ１１＝Ｆ２１＝Ｆ３１，Ｆ１２＝Ｆ２２＝Ｆ３２；ｒｇ１为
ＲＶ轮节圆半径；Ｔｓ为负载扭矩。

图７　ＲＶ轮受力分析
Ｆｉｇｕｒｅ７　ＦｏｒｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆＲＶｗｈｅｅｌ

由文献［１０］１６５页可知，Ｆｊ１，Ｆｊ２分别与∑Ｆｉｘ，
∑Ｆｉｙ平衡且不对Ｏｒｖ产生扭矩，所以对图８系统可列
出如下动力学方程：

２∑Ｆｉｘｒｇ１－Ｔｓ ＝（ＪＲ１＋ＪＲ２＋Ｊｒ＋Ｊ１＋Ｊ２＋Ｊ３）̈θｒ；
∑Ｆｉｘ ＝３Ｆｊ１{

。

（２５）

同理关节２处：

２∑Ｆ′ｉｘｒ′ｇ１－Ｔ′ｓ＝（Ｊ′Ｒ１＋Ｊ′Ｒ２＋Ｊ′ｒ＋Ｊ′１＋Ｊ′２＋Ｊ′３）̈θ′ｒ；

∑Ｆ′ｉｘ ＝３Ｆ′ｊ１{
。

（２６）

图８　输出盘、曲柄轴及行星轮公转当量等效系统
Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｒｏｔａｔｉｏｎｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｙｓｔｅｍｏｆ
ｏｕｔｐｕｔｄｉｓｋ，ｃｒａｎｋｓｈａｆｔａｎｄｐｌａｎｅｔａｒｙｗｈｅｅｌ
参照文献［１１］６８页对曲柄自转过程的受力分析

如图９所示，则可对曲柄列出如下动力学方程：
Ｆｐ１ｒｐ１－２Ｆｊ１ｅ＝（Ｊｂ１＋Ｊｈ）̈θｈ。 （２７）

式中Ｊｈ为曲柄自转时对中心的转动惯量。

图９　曲柄受力分析
Ｆｉｇｕｒｅ９　Ｆｏｒｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆｃｒａｎｋ

综合表达式（１７），式（２５）和式（２７）得出ＲＶ减速
器的２自由度动力学方程：

Ｔｒ－∑
３

ｎ＝１
Ｆｓｎｒ＝Ｊｓ̈θＳ；

Ｆｐ１ｒｐ１－２Ｆｊ１ｅ＝（Ｊｂ＋Ｊｈ）̈θｈ１；

２∑Ｆｉｘｒｇ１－Ｔｓ ＝（ＪＲ１＋ＪＲ２＋Ｊｒ＋Ｊ１＋Ｊ２＋Ｊ３）̈θｒ










。

（２８）
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式中：θｈ１ ＝θｐ１；θｈ１ ＝［（Ｚ１／Ｚ２）＋Ｚ７］θｒ。
其中：̈θＳ为中心轮转动角加速度；θｒ，θｈ１，̈θｒ，̈θｈ１分

别为ＲＶ轮及曲柄的旋转角度及角加速度；Ｚ１，Ｚ２，Ｚ７
分别为中心轮、行星轮及针轮齿数；ｅ为曲柄偏心距；Ｔｒ
为电机输出扭矩。

同理关节２处ＲＶ减速器动力学模型为：

Ｔ′ｒ－∑
３

ｎ＝１
Ｆ′ｓｎｒ′＝Ｊ′ｓ̈θ′Ｓ；

Ｆ′ｐ１ｒ′ｐ１－２Ｆ′ｊ１ｅ′＝（Ｊ′ｂ＋Ｊ′ｈ）̈θ′ｈ１；

２∑Ｆ′ｉｘｒ′ｇ１－Ｔ′ｓ＝（Ｊ′Ｒ１＋Ｊ′Ｒ２＋Ｊ′ｒ＋Ｊ′１＋Ｊ′２＋Ｊ′３）̈θ′ｒ










。

（２９）
其中：θ′ｈ１ ＝θ′ｐ１；θ′ｈ１ ＝［（Ｚ′１／Ｚ′２）＋Ｚ′７］θ′ｒ。

４　包含ＲＶ减速器中心轮与行星轮之间齿侧
间隙及关节摩擦的医用机械臂动力学模型
　　综合式（７），（１６），（２８）和（２９）可得，包含一级
行星减速器中心轮与行星轮之间齿侧间隙及关节摩擦

的医用机械臂动力学模型为：

τ＝Ｄ（θ）̈θ＋Ｈ（θ）θ＋Ｇ（θ）＋Ｔ（ｆ）；

Ｔｒ－∑
３

ｎ＝１
Ｆｓｎｒｓ ＝Ｊｓ̈θＳ；

Ｆｐ１ｒｐ１－２Ｆｊ１ｅ＝（Ｊｂ＋Ｊｈ）̈θｈ１；

２∑Ｆｉｘｒｇ１－Ｔｓ＝（ＪＲ１＋ＪＲ２＋Ｊｒ＋Ｊ１＋Ｊ２＋Ｊ３）̈θｒ；

∑Ｆｉｘ ＝３Ｆｊ１；

Ｔ′ｒ－∑
３

ｎ＝１
Ｆ′ｓｎｒ′＝Ｊ′ｓ̈θ′Ｓ；

Ｆ′ｐ１ｒ′ｐ１－２Ｆ′ｊ１ｅ′＝（Ｊ′ｂ＋Ｊ′ｈ）̈θ′ｈ１；

２∑Ｆ′ｉｘｒ′ｇ１－Ｔ′ｓ＝（Ｊ′Ｒ１＋Ｊ′Ｒ２＋Ｊ′ｒ＋Ｊ′１＋Ｊ′２＋Ｊ′３）̈θ′ｒ；

∑Ｆ′ｉｘ ＝３Ｆ′ｊ１；
τ１ ＝Ｔｓ；

τ２ ＝Ｔ′ｓ；

θ１ ＝θｒ；

θ２ ＝θ′ｒ































。

（３０）
式中Ｔ（ｆ）＝Ｔｆ１／Ｔｆ２为关节摩擦扭矩矩阵。

５　仿真分析
医用机械臂参数如表１所示，表２所示为关节１和

２处减速器相关部件的转动惯量，其余各参数为：ｒｓ ＝
０．０５７ｍ；ｒｐ１ ＝ｒｐ２ ＝ｒｐ３ ＝０．１３４ｍ；ｒｇ１ ＝０．１７３ｍ；ｅ＝
０．０２６ｍ；Ｚ１ ＝２０；Ｚ２ ＝６４；Ｚ７ ＝３８；ｒ′ｓ ＝０．０４７ｍ；
ｒ′ｐ１ ＝ｒ′ｐ２ ＝ｒ′ｐ３＝０．１２０ｍ；ｒ′ｇ１＝０．１５８ｍ；ｅ′＝０．０１９

ｍ；Ｚ′１ ＝１７；Ｚ′２＝５１；Ｚ′７＝３２；啮合角α＝α′＝２０°。
表１　医用机械臂参数

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍｅｄｉｃａｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒａｒｍ

杆号 Ｌｉ／ｍ ＬＣｉ／ｍ ｍｉ／ｋｇ ＩＣｉ／（ｋｇ·ｍ－２）

１ １．３７４ ０．５１４ ６４１．５００ １６０．３８０

２ １．６９５ ０．７２１ ５９６．３３２ ８０．８１５

表２　关节１和２处减速器相关部件转动惯量
Ｔａｂｌｅ２　Ｒｅｌｅｖａｎｔｐａｒｔｓｒｏｔａｔｉｏｎａｌｉｎｅｒｔｉａｏｆ

ｒｅｄｕｃｅｒａｔｊｏｉｎｔｓ１ａｎｄ２

项目 转动惯量Ｊ／（ｋｇ·ｍ２） 项目 转动惯量Ｊ／（ｋｇ·ｍ２）

Ｊｓ ０．００４０ Ｊ′ｓ ０．００３５
Ｊｂ ０．０３２０ Ｊ′ｂ ０．０２８０
Ｊ３ ０．１３００ Ｊ′３ ０．１１００
Ｊｈ ０．００５０ Ｊ′ｈ ０．００４０
Ｊ２ ０．０６２０ Ｊ′２ ０．０５６０
ＪＲ１ ０．０４３０ Ｊ′Ｒ１ ０．０３７０
Ｊｒ ０．０５２０ Ｊ′ｒ ０．０４６０
Ｊ１ ０．２１３０ Ｊ′１ ０．１９４０

　　图１０和１１所示为关节１，２角加速度在时域上的
曲线图。图中工况Ⅰ为不考虑时变刚度、啮合阻尼、间
隙和关节摩擦；工况Ⅱ为虑时变刚度、啮合阻尼；间隙
ｂ１＝０．０２ｍｍ，ｂ２＝０．０２ｍｍ；工况Ⅲ为考虑时变刚度、
啮合阻尼，间隙ｂ１＝０．０５ｍｍ，ｂ２＝０．０４ｍｍ；工况Ⅳ为
考虑时变刚度、啮合阻尼，间隙 ｂ１＝０．０５ｍｍ，ｂ２＝
００４ｍｍ，μ１＝μ２＝０．０２。从图中可以看出当不考虑
ＲＶ减速器行星轮与中心轮的时变啮合刚度、啮合阻
尼及齿侧间隙时，杆１和２的角加速度波动由两杆之
间相互耦合影响所造成，曲线出现的峰值较少，当考虑

上述因素时关节１和２角加速度曲线峰值出现连续峰
值，且随着间隙的增大波动范围也增大，当增加关节摩

擦时，加速度的波动范围有所减小，因为关节摩擦的出

现，相当于增加了系统的阻尼。

图１２和１３所示为杆１和２角加速度的频谱图，
从图中可以看出，由于２杆之间耦合作用所产生的加
速度波动频率较低，而杆１和２加速度在 ＲＶ减速器
行星轮与中心轮的时变啮合刚度、啮合阻尼、齿侧间隙

及杆耦合作用下，其频谱图出现连续峰值，加速度呈现

非周期性波动，波动振幅随着间隙的增加也有所增大，

当考虑关节摩擦时，振动的振幅有所减小。

图１４和１５所示为医用机械臂杆 １和 ２的功率
谱，从图中可以看出在时变啮合刚度、啮合阻尼和齿侧

间隙的影响下杆１和２的角加速度功率谱曲线出现了
振荡，且随着间隙的增加，波动范围也有所增加，说明
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图１０　关节１角加速度时域
Ｆｉｇｕｒｅ１０　Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｏｆｊｏｉｎｔ１ａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

图１１　关节２角速度时域
Ｆｉｇｕｒｅ１１　Ｔｉｍｅｄｏｍａｉｎｏｆｊｏｉｎｔ２ａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

图１２　关节１角加速度频域
Ｆｉｇｕｒｅ１２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｏｆｊｏｉｎｔ１

ａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
齿轮啮合冲击占据系统的能量也增加，由于啮合阻尼

的存在也导致了曲线整体随着间隙的增大向下移动，

图１３　关节２角加速度频域
Ｆｉｇｕｒｅ１３　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｏｆｊｏｉｎｔ２

ａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
当考虑关节摩擦时，齿轮冲击所引起的加速度振的动

能量减弱，曲线整体出现向下偏移，说明关节摩擦出现
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虽然减小了减速器啮合冲击所带来的加速度振动，但

是关节摩擦造成了系统的能量损失。

图１４　杆１角加速度功率谱
Ｆｉｇｕｒｅ１４　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｒｏｄ１

ａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

图１５　杆２加速度功率谱
Ｆｉｇｕｒｅ１５　Ｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｒｏｄ２

ａｎｇｕｌａｒａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
图１６和１７所示为医用机械臂末端位置轨迹在 Ｘ

轴、Ｙ轴的投影，可以看出，由于时变啮合刚度、啮合阻
尼和齿侧间隙的出现，在相同时刻，医用机械臂到达的

位置出现偏差，随着间隙的增大，末端运动出现了时间

上的延迟现象，关节摩擦的出现进一步加大了末端轨

迹的误差。

图１６　医用机械臂Ｘ方向末端轨迹
Ｆｉｇｕｒｅ１６　Ｘｄｉｒｅｃｔｉｏｎｅｎｄｔｒａｃｋｏｆ

ｍｅｄｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍ

图１７　医用机械臂Ｙ方向末端轨迹
Ｆｉｇｕｒｅ１７　Ｙｄｉｒｅｃｔｉｏｎｅｎｄｔｒａｃｋｏｆ

ｍｅｄｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｃａｌａｒｍ
６　结语

课题组以医用机械臂为研究对象，建立了包含

ＲＶ减速器中心轮与行星轮之间的时变啮合刚度、啮
合阻尼、齿侧间隙及关节摩擦的动力学模型，通过仿真

分析得出：由于减速器的齿侧间隙、啮合刚度、啮合阻

尼的存在，医用机械臂角加速度出现明显的非周期则

波动，且随着齿侧间隙的增大，波动的幅值也增大，关

节摩擦的出现虽对角加速度的波动有一定的抑制作

用，但会造成系统的能量损失，同时齿侧间隙、啮合刚

度、啮合阻尼的存在也使机械臂末端位置出现误差，运

动出现时间上的延迟，关节摩擦会使末端轨迹更加复

杂，进一步加剧末端位置误差。综上所述：医用机械臂

在进行摆位控制时，应该对上述因素进行适当的补偿，

使摆位达到较高的精度，提高肿瘤放射治疗的精准度。
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