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折叠式柔性关节设计及运动学建模
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（上海工程技术大学 机械与汽车工程学院，上海　２０１６２０）

摘　要：针对串联柔性连续体在实际应用时不能很好地适应作业环境所需的末端位姿的问题，课题组提出了折叠式柔性
复合关节：利用三浦折痕原理设计了折叠式扭转关节；改进水弹折痕设计了折叠式摆转关节；将折叠式扭转关节与摆转

关节按一定顺序串联得到折叠式柔性复合关节。用几何方法得到了各个单元和折叠式柔性复合关节的运动学模型。软

件仿真结果验证了所提出的模型的正确性。课题组的设计增强了串联连续体对作业环境的适应性。
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　　折纸是一门起源于中国的古老民间手工艺术，６
世纪时传入日本［１］。２０世纪初，Ｙｏｓｈｉｚａｗａ提出了折
纸符号系统，大大促进了折纸艺术的发展［２］。折纸和

剪纸可以将平面材料变成可拉伸、可折展和具有多重

稳定性的三维关节机构［３］。这些由于材料的折叠产

生的特性被用于航天器材［４］、建筑制造［５］、电子能

源［６］、化学传感［７］和生物医学［８］等领域。

近年来，越来越多学者尝试着将折纸原理应用到

了机器人构型的开发设计中，保留折纸的空间可折展

等特性并结合工业机器人自动作业的优势，使得折纸

机器人对作业环境有更好的适应性。折纸机器人是指

通过对自身形态的折叠变形来实现对应功能的自动化

机器［９］，即通过对材料的折痕设计使其在折叠后具有

特定的三维形态，进而实现相应的功能［１０］。这类机器

人往往对材料性能有一定的要求，用于制造折纸机器

人的纸张或其他可折叠薄片材料在显著减少机器人重

量和降低材料成本的同时也有利于环境保护［１１］。

我们可以通过折纸技术来实现对机构的柔性设

计，将现代平面制造技术如光蚀刻、激光切割和３Ｄ打
印等与折叠式设计方法相结合的方案无疑是一种非常

高效且实际的选择。折叠技术可以根据需要定制折叠

方式完成特定的任务，高效快捷，其重构性又大大降低

了成本。

课题组基于折纸机构的柔顺性和可折展性，设计
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出可以实现局部扭转和摆转的折叠式柔性复合关节，

建立了折叠式柔性复合关节的运动学模型，并对折叠

式柔性复合关节的驱动空间、关节空间和操作空间之

间的映射关系进行了分析。

１　折叠式柔性复合关节
１．１　折叠式柔性复合关节组成

课题组提出的折叠式柔性复合关节包含的基本关

节为折叠式扭转关节和折叠式摆转关节，二者组合而

成的折叠式柔性复合关节如图１所示。

图１　折叠式柔性复合关节
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｆｏｌｄｉｎｇｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｊｏｉｎｔ

１．１．１　折叠式柔性扭转关节
图２（ａ）所示为折叠式扭转关节展开后的折痕，其

中粗实线为关节的边界或山折痕，粗虚线为谷折痕，折

叠后就成了图２（ｂ）所示的带有扭转功能的三维模型。
图２（ｂ）中Ｏ１和 Ｏ２分别为动、定平台形心，动定

平台发生绕Ｏ１Ｏ２轴的相对扭转。
１）支撑平台及挡板
图２（ａ）中分离出上、下支撑平台与挡板如图３所

示。图形ＡＢＣＤＥＦ为正六边形且边长为２ｌ０，△ＡＢＧ１，
△ＡＦＧ２，△ＦＥＧ３，△ＥＤＧ４，△ＤＣＧ５，△ＣＢＧ６皆为等边

图２　折叠式扭转关节展开与折叠效果图
Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｒｅｎｄｅｒｉｎｇｓｏｆｅｘｐａｎｓｉｏｎａｎｄ

ｆｏｌｄｉｎｇｏｆｆｏｌｄｉｎｇｔｏｒｓｉｏｎｊｏｉｎｔ

三 角 形；△ＡＧ１Ｈ１，△ＡＧ２Ｈ１，△ＥＧ３Ｈ２，△ＥＧ４Ｈ２，
△ＣＧ５Ｈ３，△ＣＧ６Ｈ３都是直角三角形，斜边分别为ＡＨ１，
ＡＨ１，ＥＨ２，ＥＨ２，ＣＨ３，ＣＨ３；边 Ｇ１Ｈ１，Ｇ３Ｈ２，Ｇ５Ｈ３连接挡
板。挡板都是矩形且短边Ｊ１Ｇ１，Ｊ２Ｇ３，Ｊ３Ｇ５长都是２ｌ０，

Ｏ１Ｈｉ为动、定平台间的竖直距离 Ｈ 槡＝２３ｌ０（由折痕间
的简单几何关系确定）。

按峰谷折痕分别折叠，折叠时点 Ｇ１，Ｇ２，Ｇ３，Ｇ４，
Ｇ５，Ｇ６重合于正六边形 ＡＢＣＤＥＦ的形心 Ｏ１处，点 Ｈ１，
Ｈ２，Ｈ３在最后重合于点Ｈｉ处。

图３　单个支撑平台与挡板折叠展示
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｓｉｎｇｌｅｓｕｐｐｏｒｔｐｌａｔｆｏｒｍａｎｄｂａｆｆｌｅｆｏｌｄｉｎｇｄｉｓｐｌａｙ
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　　支撑平台分上下２个，上下平台的折痕与折叠方
法基本一致，２平台连接的３个挡板分别连接３个折
叠侧翼的两侧使之成为一个整体。

２）折叠侧翼
折叠侧翼为图４中的阴影部分，将其单独拆开做

展示。折叠侧翼的竖直侧板Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１和Ａ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２为
矩形；称 Ａ２Ｂ２Ｆ２Ｅ２，Ａ１Ｂ１Ｆ２Ｅ２，Ｃ１Ｄ１Ｅ１Ｆ１和 Ｃ２Ｄ２Ｅ１Ｆ１
为折叠板。

对图形Ｄ１Ｃ１Ｆ１Ｃ２Ｄ２Ｅ１∶Ｃ１Ｄ１的延长线与 Ｃ２Ｄ２的
延长线交于点Ｏ１，△Ｃ１Ｏ１Ｃ２为边长为２ｌ０的等边三角
形；Ｅ１Ｄ１，Ｅ１Ｄ２，Ｅ１Ｆ１分别垂直平分 Ｏ１Ｃ１，Ｏ１Ｃ２，Ｃ１Ｃ２。
折叠时将Ａ１，Ａ３重合，Ｂ１，Ｂ２重合形成结构闭环。

为计算驱动绳长度，引入参数：面 Ａ２Ｂ２Ｆ２Ｅ２与面
Ａ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２的夹角∠Ｅ２Ａ２Ｄ２ ＝θ１；面 Ａ２Ｂ２Ｆ２Ｅ２ 与面
Ａ１Ｂ１Ｆ２Ｅ２的夹角∠Ｂ２Ｆ２Ｂ１ ＝θ２；面 Ａ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２与面
Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１始终在竖直平面内，设两个面的二面角为扭
转角φ，则有：∠Ａ１Ｏ２Ａ２＝φ。

图４　折叠侧翼折痕及三维效果
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｆｏｌｄｅｄｆｌａｎｋｃｒｅａｓｅｓａｎｄ３Ｄｅｆｆｅｃｔ

　　折叠侧翼折叠过程中，按峰谷折痕折叠，从图５中
俯视图和三维图可以看到随着 φ值的变化折叠侧翼
的变化情况。

图５　折叠侧翼变形展示
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｆｏｌｄｅｄｆｌａｎｋｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉｓｐｌａｙ

　　扭转关节在驱动绳放松状态时，由于折叠侧翼２
个竖直板绑有弹力绳，折叠侧翼合拢；驱动绳受外部拉

力后，折叠侧翼的２个竖直板被撑开，从而使上下支撑
平台发生相对扭转。

图６所示为折叠扭转关节的４个状态。状态Ⅰ，

φ＝０时，折叠侧翼完全折叠；状态Ⅱ，０＜φ≤π／６和状
态Ⅲ，π／６＜φ＜π／３，这２种状态的区别在于驱动空间
到关节空间的驱动绳长计算方式不同，但对于关节空

间到操作空间计算完全相同；状态Ⅳ，φ＝π／３为折叠
式扭转关节的最大扭转角，折叠侧翼呈完全展开状态。
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图６　折叠式扭转关节运动状态
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｒｏｔａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｏｆｆｏｌｄｉｎｇｔｏｒｓｉｏｎｊｏｉｎｔ

１．１．２　折叠式柔性摆转关节设计
图７（ａ）所示为折叠式摆转关节完全展开后的折

痕，图７（ｂ）所示为折叠后具有摆转功能的三维模型。

图７　折叠式摆转关节
Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｆｏｌｄｉｎｇｓｗｉｎｇｊｏｉｎｔ

图７（ｂ）中的摆转面指折叠式摆转关节变形时摆
转面两侧关于摆转面是镜像的，且 ＨｉＧｉ痕在摆转面
上。其中，ｉ＝１，２，…，６。

上下底面Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｅ１Ｆ１与Ａ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２Ｅ２Ｆ２都是边
长为２ｌ０的正六边形。Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｅ１Ｆ１各边与各个ＨｉＧｉ

折痕都构成等腰梯形，且折痕ＨｉＧｉ的长度都为 ｌ０。为
方便描述，下文将图形 Ａ１Ｂ１Ｈ６Ｂ２Ａ２Ｇ６，Ｂ１Ｃ１Ｈ５Ｃ２Ｂ２Ｇ５，
Ｃ１Ｄ１Ｈ４Ｄ２Ｃ２Ｇ４， Ｄ１Ｅ１Ｈ３Ｅ２Ｄ２Ｇ３， Ｅ１Ｆ１Ｈ２Ｆ２Ｅ２Ｇ２，
Ｆ１Ａ１Ｈ１Ａ１Ｆ１Ｇ１称为折叠支撑板。

在不受力的情况下六边形 Ａ１Ｂ１Ｃ１Ｄ１Ｅ１Ｆ１ 与
Ａ２Ｂ２Ｃ２Ｄ２Ｅ２Ｆ２处于平行状态，折叠式摆转关节可以根
据工作需求调整摆转角度 φ与上下位移量 ｈ，如图８
所示。

图８　折叠式摆转关节２种变形方式
Ｆｉｇｕｒｅ８　Ｔｗｏｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｍｏｄｅｓｏｆ

ｆｏｌｄｉｎｇｓｗｉｎｇｊｏｉｎｔ
１．２　折叠式柔性复合关节设计

在设计折叠式扭转关节和摆转关节时２种关节的
动定平台都为边长为２ｌ０的正六边形。先将多个折叠
式摆转关节串联（课题组选取３个折叠式摆转关节串
联），再将折叠式扭转关节的动平台串联在折叠式摆

转关节串联体的定平台上，串联为折叠式柔性复合

关节。

２　折叠式柔性复合关节运动学建模
２．１　折叠式柔性关节运动学建模
２．１．１　折叠式扭转关节

折叠式扭转关节使用绳线来驱动，驱动绳长 ｌ与
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扭转角φ的映射关系就是驱动空间与关节空间的映
射关系；扭转角φ与末端平台位姿０

１Ｔ间的映射关系就
是关节空间与操作空间的映射关系。

设下支撑平台为定平台，以正六边形形心Ｏ０为定
平台坐标系原点，以定平台所在平面的向上法线方向

为Ｚ０轴正方向，以 Ｏ０Ａ０方向为 Ｘ０轴正方向，最后由
右手定则确定 Ｙ０轴正方向，建立 ＤＨ坐标系 Ｏ０
Ｘ０Ｙ０Ｚ０；以上支撑平台正六边形形心 Ｏ１为原点，以垂
直于平面向上方向为Ｚ１轴正方向，以 Ｏ１Ａ１方向为 Ｘ１
轴正方向，最后由右手定则确定Ｙ１轴正方向，建立ＤＨ
坐标系Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１如图９所示。

图９　折叠式扭转关节坐标系和几何模型
Ｆｉｇｕｒｅ９　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍａｎｄｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌ

ｍｏｄｅｌｏｆｆｏｌｄｉｎｇｔｏｒｓｉｏｎｊｏｉｎｔ

图９中的Ｏ０Ｏ１为动定平台发生相对扭转时的转
轴，在最初时动平台与定平台坐标系夹角为０，在发生
相对扭转后动平台与定平台坐标系夹角为φ。

在运动过程中上下支撑平台始终只发生相对扭

转，任意时刻扭转角为 φ时坐标系 Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１相对于
Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０的变换矩阵为：

０
１Ｔ＝

ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０ ０
ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０ ０
０ ０ １ Ｈ











０ ０ ０ １

。 （１）

式中 Ｈ为动定平台的竖直方向的距离，且为 Ｈ＝

槡２３ｌ０。式（１）即为折叠式扭转关节的关节空间到操
作空间的正运动学关系。

相反，扭转关节的操作空间到关节空间的关系是

已知末端关节位姿，对扭转关节的扭转角 φ进行求
解。设坐标系 Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０各轴上的单位矢量为 ｎ，ｏ，
ａ；动坐标系Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１原点Ｏ１到定坐标系Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０
原点Ｏ０的位置矢量用ｐ表示。

现矢量ｎ，ｏ，ａ，ｐ相对坐标系Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０的矩阵为

０
１Ｔ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

。 （２）

将式（１）和式（２）联立得
φ＝ａｒｃｃｏｓｏｙ。 （３）

式（３）即为扭转关节关节空间到操作空间的运动
学逆解。

驱动绳的一端系在折叠侧翼（以下端为例）相邻

折叠板外侧重合点Ｑ处，穿过折叠板活动区对应的平
台边的中点Ｐ，我们将绳在 ＱＰ间的长度称为驱动绳
长ｌ。随着驱动绳长度ｌ的变化，扭转关节的扭转角度
φ也会发生向相应的变化。绳子在关节的整个扭转的
过程中有２种不同的状态，具体如图１０所示。

图１０　折叠式扭转关节驱动绳状态变化
Ｆｉｇｕｒｅ１０　Ｓｔａｔｅｓｃｈａｎｇｅｏｆｄｒｉｖｅｌｉｎｅｏｆ

ｆｏｌｄｉｎｇｔｏｒｓｉｏｎｊｏｉｎｔ

当０≤φ≤π／６时，由于折叠侧翼的竖直侧板在
ＡＰ段，ｌ为ＱＲ，ＲＰ长度之和，如图１０（ａ）所示；当π／６＜
φ≤π／３时，由于折叠侧翼的竖直侧板在ＰＢ段，ｌ等于
ＰＱ长度，如图１０（ｂ）所示。

图１０中的点 Ｍ，Ｎ为竖直侧板外侧边线中点，２
点间拴细弹力绳用于使折叠侧翼恢复初始状态。Ｒ为
折叠侧翼的竖直侧板在ＡＰ段时驱动绳与竖直侧板的
接触点；Ｑ为折叠板外侧重合点。

设初始状态时绳子的原长

ｌ′＝ 槡 槡 槡３２＋３－６
２ ｌ０。

在第１种状态下驱动绳长为线段 ＱＲ＋ＲＰ，此时
扭转角φ∈［０，π／６］，这一段的绳长的数学模型为：

ｌ＝
槡３ｌ０ｓｉｎ（

π
６－φ）

ｓｉｎ（５π６＋φ－γ）
＋ ３ｌ２０＋ｌ

２
１－３ｌ０ｌ槡 １。 （４）
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其中：

γ＝ａｒｃｃｏｓ
１－ｃｏｓ（π１２－

φ
２）

２－２ｃｏｓ（π１２－
φ
２槡
）

；

ｌ１＝
槡３ｌ０ｓｉｎγ

ｓｉｎ（５π６＋φ－γ）
。

这里的γ和 ｌ０是计算过程中为了方便计算和结
果显示给出的中间变量，对最终结果没有影响。

在第２种状态下，此时扭转角 φ∈ π／６，π( ]／３，绳
长的数学模型为：

ｌ＝ ３
２
１－ ６－６ｃｏｓ槡 φ

２ｃｏｓφ








槡 ２
ｌ０。 （５）

可以求得驱动绳长ｌ与扭转角φ间的关系为：

ｌ＝
槡３ｌ０ｓｉｎ（

π
６－φ）

ｓｉｎ（５π６＋φ－γ）
＋ ３ｌ２０＋ｌ

２
１－３ｌ０ｌ槡 １，φ∈ ０，π[ ]６ ；

ｌ＝ ３
２（１－

６－６ｃｏｓ槡 φ

２ｃｏｓφ２槡
）ｌ０，φ∈

π
６，
π( ]３















。

（６）

式（６）即为关节空间到驱动空间的运动学分析。
由于式（６）的２个等式都只有１个自变量 φ与１

个因变量ｌ，用式（６）求得的逆解就是驱动空间到关节
空间的运动学分析。

２．１．２　折叠式摆转关节
折叠式摆转关节没有刚性扭转和移动，使用绳线

驱动来使动平台发生位姿变换。折叠式摆转关节的关

节空间参数包括：单个摆转关节的动平台发生摆转时

与定平台形成的二面角为摆转角 α；单个摆转关节动
平台发生摆转时（即摆转角 α存在时）垂直于动定２
个平台交线的面与定平台 Ｘ轴的夹角为方位角 β；单
个摆转关节动平台仅发生上下平移但不发生摆转时

（即摆转角α不存在的时候），动平台在进行沿Ｚ轴的
移动时与动平台初始位置的距离为伸缩位移ｈ。

以正六边形的形心Ｏｉ（定平台ｉ＝１，动平台ｉ＝２）
为坐标系的原点，以ＱｉＡｉ方向为 Ｘｉ轴正方向；以正六
边形所在面法线的向上方向为Ｚｉ轴正方向，用右手定
则确定Ｙｉ轴正方向建立如图１１所示坐标系。

Ａ１，Ｃ１，Ｅ１为驱动绳穿过定平台孔径的中心，在第
ｉ个摆转关节定平台建立坐标系 ＯｉＸｉＹｉＺｉ（ｉ＝１，２，３，

图１１　单个折叠式摆转关节坐标系
Ｆｉｇｕｒｅ１１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆ
ｓｉｎｇｌｅｆｏｌｄｉｎｇｓｗｉｎｇｊｏｉｎｔ

…，ｎ）；动平台建立动坐标系 Ｏｉ＋１Ｘｉ＋１Ｙｉ＋１Ｚｉ＋１。直接
相连的串联体的接触面的动定坐标系重合，故可以认

为第ｉ个关节的动坐标系与第ｉ＋１个关节的定坐标系
是同一个坐标系。当摆转关节在竖直状态时摆转角

αｉ，方位角βｉ和伸缩位移ｈｉ均为０。
以摆转关节在竖直位置时为初始位置，３条绳的

长度ＬＡｉ，ＬＣｉ，ＬＥｉ均等于中央支撑弹簧长度 Ｌ，即 ＬＡｉ＝
ＬＣｉ＝ＬＥｉ＝Ｌ。当摆转关节上下收缩时（即动平台相对
于定平台仅在竖直方向进行平移），每根驱动绳长度

变化量为ΔＬＡｉ＝ΔＬＣｉ＝ΔＬＥｉ＝ｈｉ，如图１２（ａ）所示。

图１２　单个折叠式摆转关节几何模型
Ｆｉｇｕｒｅ１２　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｍｏｄｅｌｏｆ
ｓｉｎｇｌｅｆｏｌｄｉｎｇｓｗｉｎｇｊｏｉｎｔ

当摆转关节因绳驱发生弯曲时，将整个运动过程

分解为：从定坐标系Ｏｉ到动坐标系Ｏｉ＋１之间的平移和
以定坐标系Ｙｉ，Ｚｉ轴为旋转轴的旋转。当关节受绳驱
动发生摆转后摆转角为 αｉ，方位角为 βｉ时，此时动平
台坐标系相对于定平台坐标系位置和姿态都发生了相

应的变化，３个方向上的绳长也发生变化，摆转关节靠
３个方向上的驱动绳长度变化实现摆转和上下收缩。

定平台的坐标系与动平台的坐标系间的关系用

ＤＨ法推导并得到变换矩阵Ｔ，完成摆转关节从关节空
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间至操作空间的运动学分析。这种整体的变换可以分

解为多个变换实现：从定坐标系中心点Ｏｉ平移至动坐
标系中心Ｏｉ＋１，绕Ｚｉ轴扭转 βｉ，绕 Ｙｉ轴扭转 αｉ，绕 Ｚｉ

轴扭转－βｉ得到齐次变换矩阵。联立平移矩阵和扭
转矩阵，得到Ｏｉ坐标系到Ｏｉ＋１坐标系的齐次变换矩阵
Ｔ为

　 ｉ
ｉ＋１Ｔ＝Ｔｒａｎｓ（ｘ，ｙ，ｚ）Ｒｏｔ（Ｚ，βｉ）Ｒｏｔ（Ｙ，αｉ）Ｒｏｔ（Ｚ，－βｉ）。

计算得：

　 ｉ
ｉ＋１Ｔ＝

ｃｏｓ２βｉｃｏｓαｉ＋ｓｉｎ
２βｉ ｃｏｓβｉｓｉｎβｉｃｏｓαｉ－ｃｏｓβｉｓｉｎβｉ ｃｏｓβｉｓｉｎαｉ （Ｌ／αｉ）ｃｏｓβｉ（１－ｃｏｓαｉ）

ｃｏｓβｉｓｉｎβｉｃｏｓαｉ－ｃｏｓβｉｓｉｎβｉ ｓｉｎ２βｉｃｏｓαｉ＋ｃｏｓ
２βｉ ｓｉｎβｉｓｉｎαｉ （Ｌ／αｉ）ｓｉｎβｉ（１－ｃｏｓαｉ）

－ｃｏｓβｉｓｉｎαｉ －ｓｉｎβｉｓｉｎαｉ ｃｏｓαｉ （Ｌ／αｉ）ｓｉｎαｉ













０ ０ ０ １

。

（７）
式中：Ｌ表示摆转关节在初始位置的时候驱动绳的长
度；αｉ取值范围为［０，π／３］；βｉ取值范围为［０，２π］。

由于串联摆转关节是由多个摆转关节串联而成

的，故由ｎ个摆转关节串联而成的串联摆转关节中，从
第１个摆转关节的定坐标系到第ｎ个关节的动坐标系
的齐次变换矩阵为：

　１
ｎ＋１Ｔ＝∏

ｎ

ｉ＝１

　 ｉ

ｉ＋１
Ｔ。 （８）

式（８）表示了串联摆转关节的关节空间与操作空
间的映射关系，即关节空间到操作空间的运动学关系。

相反串联摆转关节的操作空间到关节空间的关系

是已知末端关节位姿，对串联摆转关节各个关节的摆

转角α和方位角 β进行求解。设坐标系 ＯｉＸｉＹｉＺｉ各
轴上的单位矢量为 ｎ，ｏ，ａ；动坐标系 Ｏｉ＋１到定坐标系
原点Ｏｉ的位置矢量用ｐ表示。

以３个摆转关节串联为例，现已知第３个摆转关
节动平台Ｏ４相对于第１个摆转关节定平台 Ｏ１的位
姿，则矢量ｎ，ｏ，ａ，ｐ对应坐标系Ｏ１Ｘ１Ｙ１Ｚ１的矩阵为

１
４Ｔ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

。 （９）

　　联立式（８）和式（９）可以求得：

αｉ＝ａｒｃｃｏｓａ
ｉ
ｚｉ＋１；

βｉ＝ａｒｃｔａｎ（
ｐｉｙｉ＋１
ｐｉｘｉ＋１

}）。 （１０）

式中：ａｉｚｉ＋１为Ｚｉ＋１轴上的单位矢量；ｐ
ｉ
ｘｉ＋１和ｐ

ｉ
ｙｉ＋１为动坐

标系原点Ｏｉ＋１到定坐标系Ｏ１之间的位置矢量。
式（１０）即为操作空间到关节空间的运动学分析

关系式。

在摆转关节运动过程中，当摆转角αｉ和方位角βｉ

确定后，则动定平台间的３根绳长度ＬＡｉ，ＬＣｉ和ＬＥｉ可以
分别确定。当摆转关节弯曲到任意位姿时，过动定平

台与绳的交点Ａｉ，Ｃｉ和 Ｅｉ作 ＯｉＰ线的垂线，垂足分别
为Ａｉ０，Ｃｉ０和 Ｅｉ０，Ｌ０为动定平台间弹簧的中心轴线，如
图１３所示。

图１３　单个折叠式摆转关节弯曲任意角度模型
Ｆｉｇｕｒｅ１３　Ｆｌｅｘｅｄｍｏｄｅａｔａｎｙａｎｇｌｅｏｆ

ｓｉｎｇｌｅｆｏｌｄｉｎｇｓｗｉｎｇｊｏｉｎｔ
可得出ＡｉＡｉ０∥Ａｉ＋１Ａｉ＋１０，ＣｉＣｉ０∥Ｃｉ＋１Ｃｉ＋１０，ＥｉＥｉ０∥

Ｅｉ＋１Ｅｉ＋１０且 ＡｉＡｉ０＝Ａｉ＋１Ａｉ＋１０，ＣｉＣｉ０＝Ｃｉ＋１Ｃｉ＋１０，ＥｉＥｉ０＝
Ｅｉ＋１Ｅｉ＋１０。

设ＯｉＰ＝Ｏｉ＋１Ｐ＝Ｒ０，ＡｉＯｉ＝ＣｉＯｉ＝ＥｉＯｉ＝ｒ，结合
上述的长度和位置关系可解得：

Ｌ０＝Ｒ０·αｉ；

ＬＡｉ＝（Ｒ０－ｒ１）·αｉ；

ＬＣｉ＝（Ｒ０－ｒ２）·αｉ；

ＬＥｉ＝（Ｒ０－ｒ３）·αｉ；

ｒ１＝Ａｉ０Ｏ＝ｒ·ｃｏｓβｉ；

ｒ２＝Ｃｉ０Ｏ＝ｒ·ｃｏｓ（（４π／３）－βｉ）；

ｒ３＝Ｅｉ０Ｏ＝ｒ·ｃｏｓ（（２π／３）－βｉ

















）。

（１１）
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由式（１１）可以推导出摆转角 αｉ和方位角 βｉ与３
根绳长度的变化量ΔＬＡｉ，ΔＬＣｉ，ΔＬＥｉ之间的关系为：

ΔＬＡｉ＝ｒ·αｉ·ｃｏｓβｉ；

ΔＬＣｉ＝ｒ·αｉ·ｃｏｓ（（４π／３）－βｉ）；

ΔＬＥｉ＝ｒ·αｉ·ｃｏｓ（（２π／３）－βｉ
}

）。

（１２）

式（１２）即为单个摆转关节的关节空间到驱动空
间的运动学关系式。根据式（１２）可以解得单个摆转
关节的关节空间与驱动空间的映射关系为：

βｉ＝ａｒｃｔａｎ
ΔＬＢｉ
ΔＬＡｉ
；

αｉ＝
ΔＬＡｉ

ｒ·ｃｏｓβｉ









。

（１３）

式（１３）即为摆转关节单关节的驱动空间到关节
空间的运动学关系。

２．１．３　串联摆转关节的运动学建模
分析摆转关节串联体的驱动空间与关节空间的映

射关系时，使用３根绳子驱动整个串联摆转关节，当驱
动所在的地方发生弯曲行为时必然会影响末端关节驱

动线的长度，需考虑关节与关节间的耦合影响。摆转

关节ｉ发生弯曲时，关节 ｉ＋１会随着关节 ｉ的摆转角
αｉ和方位角βｉ的变化而变化。此时各个驱动线的变
化量可分别表示为：

ΔＬＡｉ＝ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ－１）·
π( )６ ；

ΔＬＣｉ＝ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ＋３）·
π( )６ ；

ΔＬＥｉ＝ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ＋７）·
π( )６











。

（１４）

对各模块进行解耦合，解耦合后串联摆转体驱动

绳长度变化量为：

ΔＬＡｎ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ－１）·

π( )６ ；
ΔＬＣｎ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ＋３）·

π( )６ ；
ΔＬＥｎ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ＋７）·

π( )６











。

（１５）

式中ｎ为串联的摆转关节的数量。
式（１５）就是摆转关节串联体的关节空间到驱动

空间的运动学分析。

２．２　折叠式柔性复合关节运动学建模
结合式（１）和式（８）可以得到 Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０坐标系

到Ｏｎ＋１Ｘｎ＋１Ｙｎ＋１Ｚｎ＋１坐标系的齐次变换矩阵
　０
ｎ＋１Ｔ为：

　０
ｎ＋１Ｔ＝

０
１Ｔ·

　１
ｎ＋１Ｔ。 （１６）

式（１６）即表示了折叠柔性复合关节关节空间与
操作空间的正运动学关系。

设坐标系ＯｉＸｉＹｉＺｉ各轴上的单位矢量为 ｎ，ｏ，ａ；
动坐标系 Ｏｉ＋１到定坐标系原点 Ｏｉ的位置矢量用 ｐ
表示。

现已知第４个摆转关节动平台 Ｏｎ＋１相对于扭转
关节定坐标系 Ｏ０的位姿，则矢量 ｎ，ｏ，ａ，ｐ对应坐标
系Ｏ０Ｘ０Ｙ０Ｚ０的矩阵为：

　０
ｎ＋１Ｔ＝

ｎｘ ｏｘ ａｘ ｐｘ
ｎｙ ｏｙ ａｙ ｐｙ
ｎｚ ｏｚ ａｚ ｐｚ













０ ０ ０ １

。 （１７）

将式（１６）和式（１７）联立可以求得操作空间到关
节空间的逆运动学分析关系式。

由于串联后的扭转关节与摆转关节串联体的驱动

是相互独立的，故折叠式柔性复合关节关节空间到驱

动空间的运动学关系为：

ΔＬＡｎ ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ－１）·

π( )６ ；
ΔＬＣｎ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ＋３）·

π( )６ ；
ΔＬＥｎ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
ｒ·αｉ·ｃｏｓ βｉ＋（ｉ＋７）·

π( )６ ；

ｌ＝
槡３ｌ０ｓｉｎ（

π
６－φ）

ｓｉｎ（５π６＋φ－γ）
＋ ３ｌ２０＋ｌ

２
１－３ｌ０ｌ槡 １，φ∈ ０，π[ )６ ；

ｌ＝ ３
２ １－

６－６ｃｏｓ槡 φ
２ｃｏｓ（φ／２( )槡 ）

ｌ０，φ∈ π
６，
π[ ]３





















。

（１８）
折叠式柔性复合关节的驱动空间到关节空间的运

动学关系可由式（１８）求得。
３　折叠式柔性复合关节运动仿真

通过软件对可折叠柔性复合关节进行仿真，在绳

驱动的作用下，折纸关节可以做出伸缩或弯曲等动作。

在仿真过程中使用的相关参数为：ｒ＝２０ｍｍ，ｌ０＝１０
ｍｍ。在初始状态时，机构的扭转角、摆转角、方位角及
驱动线的变化量都是０，扭转角范围为 φ∈［０，π／３］，
摆转角范围为 α∈［０，π／３］和方位角范围为 β∈［０，
２π］。

将扭转关节驱动绳长度公式（６）在ＭＡＴＬＡＢ中编
程，输出扭转关节驱动绳长与扭转角的变化关系如图

１４所示。
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图１４　扭转关节的驱动绳长与扭转关节
扭转角关系曲线

Ｆｉｇｕｒｅ１４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｂｅｔｗｅｅｎｄｒｉｖｅｌｉｎｅ
ｌｅｎｇｔｈａｎｄｔｏｒｓｉｏｎａｎｇｌｅｏｆｔｏｒｓｉｏｎｊｏｉｎｔ

通过控制驱动绳变化量可以控制摆转关节的动平

台上动坐标系原点的运动轨迹，并实现摆转关节不同

的弯曲形态。单个摆转关节摆转过程中摆转角 α∈
［０，π／３］，方位角β∈［０，２π］，令采样次数 ｓ＝１８０，相
邻采样点间Δα＝π／５４０，Δβ＝π／９０。根据文中提出的
折叠柔性复合关节运动学分析模型，在ＭＡＴＬＡＢ中编
程，得到摆转关节动坐标系运动轨迹如图１５～１６所示。
图１５所示为单个摆转关节做摆转运动时动平台上动坐
标系运动轨迹曲线。图１６所示为单个摆转体在按图１５
中的轨迹做摆转运动时３条驱动绳长度变化曲线。

图１５　单个摆转关节动坐标系运动轨迹
Ｆｉｇｕｒｅ１５　Ｍｏｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｓｉｎｇｌｅｓｗｉｎｇ

ｊｏｉｎｔｉｎｍｏｖｉｎｇｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

图１６　单个摆转关节摆转过程驱动绳长度变化曲线
Ｆｉｇｕｒｅ１６　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｅｌｉｎｅｌｅｎｇｔｈｏｆ

ｓｉｎｇｌｅｓｗｉｎｇｊｏｉｎｔｄｕｒｉｎｇｓｗｉｎｇ

类似的我们也可以根据式（１６）和式（１８）将扭转
关节与多个摆转关节串联（文中以３个摆转关节和１
个扭转关节串联为例）后得到折叠式柔性复合关节的

运动轨迹曲线与相应驱动绳长变化的关系，如图１７和
１８所示。
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图１７　折叠式柔性复合关节末端动坐标系运动轨迹
Ｆｉｇｕｒｅ１７　Ｍｏｔｉｏｎｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｅｎｄｏｆｆｏｌｄｉｎｇｆｌｅｘｉｂｌｅ

ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｊｏｉｎｔｉｎｍｏｖｉｎｇｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

图１８　折叠式柔性复合关节转过程驱动绳长度变化曲线
Ｆｉｇｕｒｅ１８　Ｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｉｎｇｌｉｎｅｌｅｎｇｔｈｄｕｒｉｎｇ

ｒｏｔａｔｉｏｎｏｆｆｏｌｄｉｎｇｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｊｏｉｎｔ
折叠式柔性复合关节的工作空间可以利用式

（１６）确定折叠式柔性复合关节末端动坐标系原点 Ｏ４
的空间位置分布，利用ＭＡＴＬＡＢ绘制其工作空间如图
１９所示。
４　结论

课题组利用折纸的可折展性与柔顺性，设计了多

种折纸关节及多个关节串联成的折叠式柔性复合关

节。主要研究成果如下：

图１９　折叠式柔性复合关节的工作空间散点图
Ｆｉｇｕｒｅ１９　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｓｃａｔｔｅｒｄｉａｇｒａｍｏｆ

ｆｏｌｄｉｎｇｆｌｅｘｉｂｌｅｃｏｍｐｏｓｉｔｅｊｏｉｎｔ
１）基于折纸原理提出了折叠式扭转关节和折叠

式摆转关节的设计方案，为后续折叠关节构型的研究

与实际应用提供素材。

２）对折叠式扭转关节和折叠式摆转关节进行了
运动学建模，分析了驱动空间 －关节空间 －操作空间
的映射关系。

３）提出折叠式柔性复合关节的设计方案并建立
驱动空间－关节空间－操作空间的运动学模型。
４）仿真验证了折叠式扭转关节、摆转关节的驱动

空间－关节空间的理论数学模型的正确性；仿真并输
出了折叠式柔性复合关节末端动平台坐标系原点的运

动轨迹曲线及相应驱动绳长度变换关系并给出了工作

空间散点图。

（下转第２９页）
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