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基于绝对节点坐标法的超弹性材料
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摘　要：为了探究考虑超弹性材料非线性的大变形柔性多体系统在工程实践中的应用，课题组基于绝对节点坐标法
ＡＮＣＦ研究了针对大变形橡胶梁的高阶梁单元和超弹性材料本构模型。借助二维高阶 ＡＮＣＦ梁单元位移模式构建了３
种不可压缩超弹性橡胶梁的弹性力模型和运动微分方程：ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ和Ｙｅｏｈ；通过静态和动态大变形实
例，和横向低阶ＡＮＣＦ梁单元以及ＡＢＡＱＵＳ软件仿真结果对比，结果显示：大变形橡胶梁动力学分析适合采用不可压缩
超弹性本构模型Ｙｅｏｈ和高阶ＡＮＣＦ梁单元，且单元多项式位移模式、节点广义坐标类型和单元自由度数对大变形橡胶
梁的计算效率影响较大。
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　　随着科学技术的发展，橡胶等超弹性材料正逐渐
应用于大变形柔性多体系统中，如轮胎、橡胶履带、橡

胶输送带、软体夹持器和软体机器人等。橡胶作为一

种典型的超弹性材料，其材料特性表现为变形能力大、

回弹快、无迟滞性以及体积近似不可压缩等。超弹性

材料具有非线性的应力与应变关系，相比传统的线弹
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性材料，同时会产生几何非线性和材料非线性的双重

复杂特性，给大变形柔性多体系统的动力学仿真和力

学特性分析提出了挑战。

Ｓｈａｂａｎａ提出的绝对节点坐标法（ａｂｓｏｌｕｔｅｎｏｄａｌ
ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｆｏｒｍｕｌａｔｉｏｎ，ＡＮＣＦ）是柔性多体系统动力学
建模方法之一，单元节点广义坐标定义在全局坐标系

下，使得单元质量矩阵为常数阵，且单元运动微分方程

组装成系统总运动微分方程时，无需进行坐标转换，为

其动力学模型求解以及复杂系统动力学建模提供了极

大便利［１３］。另外，该方法用位移梯度代替传统有限单

元中的有限转动，并丢弃了各种假设，因此能模拟出柔

性部件的真实变形，为处理大变形、大范围运动问题提

供了可能。绝对节点坐标剪切梁单元位移模式通常采

用多项式作为近似函数，那么多项式位移模式的选择

是决定梁单元力学特性的关键。绝对节点坐标剪切梁

单元首先提出的都是横向一次剪切梁单元，这些单

元［４９］的位移模式在纵向分量上都是高次插值，在横向

分量上都是线性插值，因此又称为低阶梁单元。沈振

兴等［１０］和赵春花等［１１］分别针对三维低阶梁单元和二

维低阶梁单元，理论分析了线弹性材料的泊松闭锁问

题，指出其主要原因是多项式位移模式横向一次和纵

向高次不满足本构方程表达的纵横向应变之间关于泊

松比的线性关系，导致低阶梁单元求解结果精度低。

２０１０年以来，绝对节点坐标高阶梁单元即横向高次的
剪切梁单元得到研究［１２１６］。目前，已开发的高阶梁单

元在原横向一次的基础上均只引入了横向二次多项

式。因为横向二次多项式的存在，其位移模式具备了

二次完全多项式，满足了本构方程表达的纵横向应变

之间关于泊松比的线性关系，它们的精度被证明明显

好于低阶梁单元。

目前，橡胶材料本构关系主要采用３种不可压缩

模 型： ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ， ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ 和 Ｙｅｏｈ。
Ｍａｑｕｅｄａｈｅ等［１７］、Ｊｕｎｇ等［１８］、Ｏｒｚｅｃｈｏｗｓｋｉ等［１９２０］和

Ｘｕ等［２１２２］采用绝对节点坐标三维低阶梁单元和三维

高阶梁单元模拟橡胶梁的弯曲大变形，计算精度较高，

但由于自由度较多，且非线性材料本身收敛迭代次数

较多，导致计算时间较长，对计算机硬件有较高要求。

目前，涉及二维绝对节点坐标剪切梁单元在超弹性材

料非线性方面的力学特性研究较少。二维绝对节点坐

标剪切梁单元的自由度数明显少于三维高阶梁单元。

在可以转化为二维问题的情况下，使用二维绝对节点

坐标剪切梁单元对提高计算效率具有很大益处。因此

课题组基于绝对节点坐标高阶梁单元研究了大变形橡

胶梁力学模型的计算精度和计算效率，探索了３种不
可压缩超弹性模型（ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ和
Ｙｅｏｈ）模拟橡胶梁大变形力学特性的有效性，以及单
元自由度数对计算效率的影响。

１　二维绝对节点坐标横向高阶梁单元
绝对节点坐标法在绝对坐标系下假设单元内任意

一点位置坐标的多项式位移场。目前存在３种二维绝
对节点坐标横向高阶梁单元，分别由 Ｐａｔｅｌ等［１６］２９２９和

Ｚｈａｏ等［１１］４８２提出。它们的多项式位移模式如表１所
示。其中：ｒｉ为单元内任意一点的位置坐标，二维情况
下，ｉ＝１，２；ａｉ１～ａｉ８为多项式位移模式的未知系数。利
用节点广义坐标，推导得到单元形函数，这样任意一点

的位置坐标矢量ｒ可表示成形函数矩阵Ｓ和单元广义
坐标列阵ｅ的表达式：

ｒ＝
ｒ１
ｒ[ ]
２

＝Ｓ（ｘ，ｙ）ｅ＝
Ｓ１ｅ

Ｓ１[ ]ｅ。 （１）

式中：形函数Ｓ是单元坐标 ｘ和 ｙ的函数，是２×ｎ矩
阵函数，ｎ代表单元自由度数。

表１　二维横向高阶ＡＮＣＦ梁单元
Ｔａｂｌｅ１　ＴｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｈｉｇｈｏｒｄｅｒＡＮＣＦｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔ

单元模型 节点广义坐标 位移多项式

ＨＢ２ｎ１６［１６］２１２０ ｒｉ，ｒｉ，ｘ，ｒｉ，ｙ，ｒｉ，ｙｙ ｒｉ＝ａｉ１＋ａｉ２ｘ＋ａｉ３ｙ＋ａｉ４ｘｙ＋ａｉ５ｘ２＋ａｉ６ｙ２＋ａｉ７ｘｙ２＋ａｉ８ｘ３

ＨＢ２ｎ１２［１１］４７８ ｒｉ，ｒｉ，ｘ，ｒｉ，ｙ ｒｉ＝ａｉ１＋ａｉ２ｘ＋ａｉ３ｙ＋ａｉ４ｘｙ＋ａｉ５（ｘ２＋ｙ２）＋ａｉ６ｘ３

ＨＢ３ｎ１２［１１］４７９ ｒｉ，ｒｉ，ｙ ｒｉ＝ａｉ１＋ａｉ２ｘ＋ａｉ３ｙ＋ａｉ４ｘｙ＋ａｉ５（ｘ２＋ｙ２）＋ａｉ６ｘ２ｙ

　　拉格朗日方程是建立单元运动微分方程的常用方
法，其表达式如下：

ｄ
ｄｔ
Ｔ
( )ｅ －Ｔｅ＋Ｕｅ＝ＱＫ。 （２）

式中：ＱＫ为广义外力列阵；ｔ是时间。
在利用拉格朗日方程建立单元运动微分方程时需

要建立单元的动能Ｔ和应变能Ｕ微分方程，且有：

Ｔ＝１２∫ＶρｒＴｒｄＶ＝１２ｅＴＭｅ。 （３）

式中：ｒ是位置坐标矢量 ｒ对时间的导数；ｅ是单元节
点广义坐标ｅ对时间的导数；ρ和 Ｖ分别为材料密度
和单元体积；Ｍ为单元质量矩阵。
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根据公式（３）得单元的质量矩阵为：

Ｍ ＝∫ＶρＳＴＳｄＶ。 （４）

式中ＳＴ是形函数矩阵的转置。
超弹性材料单元应变能 Ｕ是由单元应变能密度

函数积分得到。将动能和应变能代入拉格朗日方程，

则单元的运动微分方程为：

Ｍｅ̈＋ＱＴ＝ＱＫ。 （５）
式中：ＱＴ为单元弹性力列阵，由单元应变能 Ｕ对单元
节点广义坐标ｅ求偏导得到。
２　不可压缩超弹性本构弹性力模型

橡胶材料的应力与应变关系是非线性的，其材料

力学特性目前主要由应变能密度函数来表示［２３］。通

过对应变能密度函数积分得到应变能，应变能对单元

广义坐标列阵ｅ求偏导得到弹性力列阵。为了保证单
元的不可压缩性，课题组采用了罚函数法。

２．１　ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型
不可压缩 ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型的应变能密度函

数为：

Ｗ＝Ｃ１０｛ｔｒ（Ｃ）－３｝＋
α
２（ｄｅｔ（Ｊ）－１）

２。 （６）

式中：Ｃ＝ＪＴＪ是右格林柯西应变张量；Ｊ是位置梯度
矩阵；ｔｒ（Ｃ）是矩阵 Ｃ的迹；ｄｅｔ（Ｊ）是矩阵 Ｊ的行列
式，为了满足单元的不可压缩性，通过不断的调整惩罚

系数α，使得ｄｅｔ（Ｊ）＝１；Ｃ１０是材料系数。
对于初始是直梁的情况，根据方程（１），单元内任

意一点的位置梯度：

Ｊ＝ｒ
ｘ
＝
ｒ１ｘ　ｒ１ｙ
ｒ２ｘ　ｒ２[ ]

ｙ

＝
Ｓ１ｘｅ　Ｓ１ｙｅ

Ｓ２ｘｅ　Ｓ２ｙ[ ]ｅ。 （７）

式中：ｒ１ｘ和ｒ１ｙ是ｒ１分别对 ｘ和 ｙ的导数；ｒ２ｘ和 ｒ２ｙ是 ｒ２
分别对ｘ和ｙ的导数；Ｓ１ｘ和Ｓ１ｙ是Ｓ１分别对ｘ和ｙ的导
数；Ｓ２ｘ和Ｓ２ｙ是Ｓ２分别对ｘ和ｙ的导数。将式（７）代入
式（６），并进行积分得不可压缩ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型的应
变能为：

Ｕ＝∫ＶＣ１０（ｒＴ１ｘｒ１ｘ＋ｒＴ２ｘｒ２ｘ＋ｒＴ１ｙｒ１ｙ ＋ｒＴ２ｙｒ２ｙ －３）＋
α
２（ｒ１ｘｒ２ｙ－ｒ１ｙｒ２ｘ－１）

２ｄＶ。 （８）

将方程（８）对单元节点广义坐标列阵 ｅ求导，得
单元弹性力列阵ＱＴ，并根据方程（７）可进一步将单元
弹性力列阵表示为：

ＱＴ ＝∫ＶＣ１０ＳＡＢｅ＋α（Ｓ１ｘｅＳ２ｙｅ＋Ｓ２ｘｅＳ１ｙｅ－１）·
（Ｓ２ｙｅＳ

Ｔ
１ｘ＋Ｓ１ｘｅＳ

Ｔ
２ｙ－Ｓ１ｙｅＳ

Ｔ
２ｘ－Ｓ２ｘｅＳ

Ｔ
１ｙ）ｄＶ。 （９）

式中：ＳＡＢ＝Ｓａａ＋Ｓｂｂ；Ｓａａ＝Ｓａ＋Ｓ
Ｔ
ａ；Ｓｂｂ＝Ｓｂ＋Ｓ

Ｔ
ｂ；Ｓａ＝

ＳＴ１ｘＳ１ｘ＋Ｓ
Ｔ
２ｘＳ２ｘ；Ｓｂ＝Ｓ

Ｔ
１ｙＳ１ｙ＋Ｓ

Ｔ
２ｙＳ２ｙ。

２．２　ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ模型
不可压缩 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ模型的应变能密度函

数为：

Ｗ＝Ｃ１０｛ｔｒ（Ｃ）－３｝＋
１
２Ｃ０１｛ｔｒ（Ｃ）

２－ｔｒ（Ｃ２）－

３｝＋α２［ｄｅｔ（Ｊ）－１］
２。 （１０）

式中Ｃ１０，Ｃ０１是材料系数。
将方程（７）代入方程（１０）并进行积分，得不可压

缩ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ模型的应变能为：

Ｕ＝∫ＶＣ１０（ｒＴ１ｘｒ１ｘ＋ｒＴ２ｘｒ２ｘ＋ｒＴ１ｙｒ１ｙ ＋ｒＴ２ｙｒ２ｙ －３）＋
１
２Ｃ０１（（ｒ

Ｔ
１ｘｒ１ｘ ＋ｒ

Ｔ
２ｘｒ２ｘ ＋ｒ

Ｔ
１ｙｒ１ｙ ＋ｒ

Ｔ
２ｙｒ２ｙ）

２ －（（ｒＴ１ｘｒ１ｘ ＋

ｒＴ２ｙｒ２ｙ）
２＋２（ｒＴ１ｘｒ１ｙ＋ｒ

Ｔ
２ｘｒ２ｙ）（ｒ

Ｔ
１ｙｒ１ｘ＋ｒ

Ｔ
２ｙｒ２ｘ）＋（ｒ

Ｔ
１ｙｒ１ｙ＋

ｒＴ２ｙｒ２ｙ）
２）－３）＋α２（ｒ１ｘｒ２ｙ－ｒ１ｙｒ２ｘ－１）

２ｄＶ。 （１１）

将方程（１１）对单元节点广义坐标列阵 ｅ求导，并
根据方程（７）进一步推导出单元弹性力列阵：

ＱＴ ＝∫ＶＣ１０ＳＡＢｅ＋Ｃ０１ｅＴＳａｂｅＳＡＢｅ－Ｃ０１ｅＴ（ＳａｅＳａａ＋
ＳｂｅＳｂｂ ＋ ２ＳｃｅＳｃｃ）ｅ ＋ α（Ｓ１ｘｅＳ２ｙｅ ＋ Ｓ２ｘｅＳ１ｙｅ －
１）（Ｓ２ｙｅＳ

Ｔ
１ｘ＋Ｓ１ｘｅＳ

Ｔ
２ｙ－Ｓ１ｙｅＳ

Ｔ
２ｘ－Ｓ２ｘｅＳ

Ｔ
１ｙ）ｄＶ。 （１２）

式中：Ｓａｂ＝Ｓａ＋Ｓｂ；Ｓｃｃ＝Ｓｃ＋Ｓ
Ｔ
ｃ；Ｓｃ＝Ｓ

Ｔ
１ｘＳ１ｙ＋Ｓ

Ｔ
２ｘＳ２ｙ。

２．３　Ｙｅｏｈ模型
不可压缩Ｙｅｏｈ模型的应变能密度函数为：
Ｗ＝Ｃ１０｛ｔｒ（Ｃ）－３｝＋Ｃ２０｛ｔｒ（Ｃ）－３｝

２ ＋

Ｃ３０｛ｔｒ（Ｃ）－３｝
２＋α２［ｄｅｔ（Ｊ）－１］

２。 （１３）

式中Ｃ１０，Ｃ２０和Ｃ３０是材料系数。
将方程（７）代入方程（１３），并进行积分得不可压

缩Ｙｅｏｈ模型的应变能为：

Ｕ＝∫ＶＣ１０（ｒＴ１ｘｒ１ｘ＋ｒＴ２ｘｒ２ｘ＋ｒＴ１ｙｒ１ｙ ＋ｒＴ２ｙｒ２ｙ －３）＋
Ｃ２０（ｒ

Ｔ
１ｘｒ１ｘ＋ｒ

Ｔ
２ｘｒ２ｘ＋ｒ

Ｔ
１ｙｒ１ｙ＋ｒ

Ｔ
２ｙｒ２ｙ－３）

２＋Ｃ３０（ｒ
Ｔ
１ｘｒ１ｘ＋

ｒＴ２ｘｒ２ｘ＋ｒ
Ｔ
１ｙｒ１ｙ＋ｒ

Ｔ
２ｙｒ２ｙ－３）

３＋α２（ｒ１ｘｒ２ｙ－ｒ１ｙｒ２ｘ－１）
２ｄＶ。

（１４）
将方程（１４）对单元节点广义坐标列阵 ｅ求导，并

根据方程（７）进一步推导单元弹性力列阵：

ＱＴ ＝ ∫Ｖ（Ｃ１０ ＋ ２Ｃ２０（ＳＡＢｅｅ
ＴＳＡＢ － ３） ＋

３Ｃ３０（ＳＡＢｅｅ
ＴＳＡＢ －３）

２）ＳＡＢｅ＋α（Ｓ１ｘｅＳ２ｙｅ＋Ｓ２ｘｅＳ１ｙｅ－
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１）（Ｓ２ｙｅＳ
Ｔ
１ｘ＋Ｓ１ｘｅＳ

Ｔ
２ｙ－Ｓ１ｙｅＳ

Ｔ
２ｘ－Ｓ２ｘｅＳ

Ｔ
１ｙ）ｄＶ。 （１５）

３　算例分析
课题组利用静态和动态大变形实例研究了３种不

可压缩超弹性模型 ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ和
Ｙｅｏｈ，以及二维绝对节点坐标高阶梁单元模拟橡胶梁
大变形力学特性的有效性。

３．１　静态大变形
静态大变形实例选用的是受重力作用的橡胶悬臂

梁。静态悬臂梁模型如图１所示，橡胶梁左端固定，另
一端自由，整个梁在自身重力作用下产生大变形。重

力常数ｇ＝９．８１ｍ／ｓ２，橡胶梁长 ｌ＝１６０ｍｍ，宽 ｗ＝７
ｍｍ，高ｈ＝５ｍｍ。橡胶梁材料参数如表２所示。其中
ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型与 Ｙｅｏｈ模型参数与文献［１８］中使
用参数相同，材料密度为 ２１５０ｋｇ／ｍ３，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ
模型参数与文献［１９］中使用参数相同，材料密度为
７２００ｋｇ／ｍ３，选取惩罚系数α＝１０００ＭＰａ。

图１　静态悬臂梁模型
Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｔａｔｉｃｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｍｏｄｅｌ

表２　各模型的材料参数
Ｔａｂｌｅ２　Ｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｅａｃｈｍｏｄｅｌ

材料模型 材料系数／ＭＰａ

ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ Ｃ１０＝０．９５３０１８０００

ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ Ｃ１０＝０．８００００００００

Ｃ０１＝０．２００００００００

Ｙｅｏｈ Ｃ１０＝０．５４５２３５０００

Ｃ２０＝０．０６１０４９８００

Ｃ３０＝－０．０００８０２５３７

３．１．１　收敛速度
在采用 ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ和 Ｙｅｏｈ的 ３

种不可压缩超弹性模型下，ＨＢ２ｎ１２，ＨＢ３ｎ１２和
ＨＢ２ｎ１６的收敛情况如图２所示。从图２可以看出，
在ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ和 Ｙｅｏｈ的３种不可压
缩超弹性模型下，ＨＢ３ｎ１２收敛需要的单元数最少，
ＨＢ２ｎ１２次之，ＨＢ２ｎ１６最多。
３．１．２　收敛精度

表３所示为各个单元在不可压缩超弹性模型下的
悬臂梁自由端部纵横向位移的收敛值，结果与 Ｏｍａｒ
提出的二维绝对节点坐标低阶单元［４］５６６进行对比，表

中用ＬＢ２ｎ１２表示该单元模型，亦与 ＡＢＡＱＵＳ的结果

图２　基于不可压缩超弹性模型的二维
高阶梁单元计算悬臂梁位移收敛速度

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｓｏｆｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ
ｈｉｇｈｏｒｄｅｒｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔｂａｓｅｄｏｎ
ｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｅｌ

对比。从表３可以看出：①二维绝对节点坐标低阶单
元在３种不可压缩超弹性模型下的结果与高阶单元和
ＡＢＡＱＵＳ软件的结果相比偏小很多；②对于 Ｎｅｏ
Ｈｏｏｋｅａｎ模型，二维绝对节点坐标高阶单元的结果与
ＡＢＡＱＵＳ软件的结果相差较大；③对于 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ
模型，二维绝对节点坐标高阶单元的结果与 ＡＢＡＱＵＳ
软件的结果比较接近；④对于 Ｙｅｏｈ模型，二维绝对节
点坐标高阶单元的结果与 ＡＢＡＱＵＳ软件的结果非常
接近。可见Ｙｅｏｈ模型是最适合超弹性大变形分析的，
二维绝对节点坐标高阶梁单元从收敛精度的角度最适

合超弹性大变形分析。
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表３　３种不可压缩超弹性模型下二维高阶梁单元计算悬臂梁位移精度
Ｔａｂｌｅ３　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｈｉｇｈｏｒｄｅｒｂｅａｍｅｌｅｍｅｎｔｓｗｉｔｈ

ｔｈｒｅｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｅｌｓ

单元模型
ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ模型

ｕｘ／ｍｍ ｕｙ／ｍｍ

ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ模型

ｕｘ／ｍｍ ｕｙ／ｍｍ

Ｙｅｏｈ模型

ｕｘ／ｍｍ ｕｙ／ｍｍ

ＨＢ２ｎ１２［１６０］ －２７．９２ －８４．００ －９２．８８ －１３４．８７ －６５．５０ －１１９．８６

ＨＢ３ｎ１２［１６０］ －２７．８８ －８３．９３ －９２．９３ －１３４．９１ －６５．５５ －１１９．９０

ＨＢ２ｎ１６［６４０］ －２７．２４ －８２．８６ －９２．４２ －１３４．４８ －６４．９０ －１１９．２５

ＬＢ２ｎ１２［１６０］ －０．１６ －１．０４ －０．１９ －３．５７ －０．０７ －１．２３

ＡＢＡＱＵＳ［１６０］ －３９．５８ －９８．０４ －９５．０７ －１３５．８５ －６５．５５ －１２０．７９

　　注：方括号中数据为单元数。

３．２　动态大变形
动态大变形实例选用的是受重力作用的柔性单

摆，具体模型如图３所示。单摆的物理参数：长ｌ＝３５０
ｍｍ，宽ｗ＝７ｍｍ，高 ｈ＝５ｍｍ。材料参数与静力学相
同，具体参数如表２所示。单摆的一端通过销与地面
连接。单摆初始位置水平，初速度为零。重力常数

ｇ＝９．８１ｍ／ｓ２。本算例中的柔性单摆在摆动过程中会
产生较大变形。

图３　柔性单摆模型
Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｆｌｅｘｉｂｌｅｐｅｎｄｕｌｕｍｍｏｄｅｌ

３．２．１　收敛速度
在采用 ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ和 Ｙｅｏｈ的 ３

种不可压缩超弹性模型下，ＨＢ２ｎ１２，ＨＢ３ｎ１２和
ＨＢ２ｎ１６的收敛情况是基本一致，所以只展示了图４
所示的Ｙｅｏｈ不可压缩超弹性模型下，ＨＢ２ｎ１２，ＨＢ３ｎ
１２和ＨＢ２ｎ１６的收敛情况。从图４可以看出，ＨＢ３ｎ
１２收敛需要的单元数是 １６，而 ＨＢ２ｎ１２和 ＨＢ２ｎ１６
收敛需要的单元数是３２。
３．２．２　收敛精度

根据ＨＢ２ｎ１２，ＨＢ３ｎ１２和 ＨＢ２ｎ１６收敛需要的
单元数，选择了３２个单元分析 ＮｅｏＨｏｏｋｅａｎ，Ｍｏｏｎｅｙ
Ｒｉｖｌｉｎ和Ｙｅｏｈ的３种不可压缩超弹性模型的计算精
度，结果如图５所示。从图５可以看出：①对于 Ｎｅｏ
Ｈｏｏｋｅａｎ和ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ模型，二维绝对节点坐标高
阶单元的结果在０．２，０．３，０．４和０．５ｓ，变形越来越大
时与ＡＢＡＱＵＳ软件的结果相差越来越大；②对于Ｙｅｏｈ
模型，二维绝对节点坐标高阶单元的结果在００，０１，
０２，０３，０４和０５ｓ，与ＡＢＡＱＵＳ软件的结果都非常

图４　基于Ｙｅｏｈ本构方程不同单元模型的收敛速度
Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｏｄｅｌｓｂａｓｅｄｏｎＹｅｏｈｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅｅｑｕａｔｉｏｎ

接近。因此，Ｙｅｏｈ模型是最适合超弹性大变形分析
的。从图５（ｃ）可以看出，二维绝对节点坐标高阶梁单
元从收敛精度的角度都适合超弹性大变形分析。
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图５　基于３种不可压缩超弹性模型各单元
模型模拟的橡胶单摆在不同时刻的构型图

Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｒｕｂｂｅｒｐｅｎｄｕｌｕｍ
ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｍｅｎｔｓｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔｍｏｄｅｌ
ｂａｓｅｄｏｎｔｈｒｅｅｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅｈｙｐｅｒｅｌａｓｔｉｃｍｏｄｅｌｓ

３．３　计算效率分析
从３．１和３．２节可知，Ｙｅｏｈ模型是最适合橡胶梁

大变形力学特性分析的。橡胶梁大变形力学特性分析

需要考虑梁的几何非线性和材料非线性，因此对模型

的计算效率提出了比较大的挑战。已知３种二维绝对
节点坐标高阶梁单元收敛所需单元数是不同的，

ＨＢ３ｎ１２收敛所需要单元数最少，最容易收敛，ＨＢ２ｎ
１２次之，ＨＢ２ｎ１６收敛所需要单元数最多。这与单元

的构造即单元位移模式和节点广义坐标类型有关。

此外，相同单元数下，３个单元的ＣＰＵ运行时间也
是不一样的。表 ４所示为 ＨＢ２ｎ１２，ＨＢ３ｎ１２和
ＨＢ２ｎ１６计算动态大变形实例０．５ｓ所消耗的ＣＰＵ运
行时间（仿真环境为 ８ＧＢ运行内存，ＩｎｔｅｒＣｏｒｅｉ５
５２００Ｕ，ＣＰＵ主频为２．２０ＧＨｚ的计算平台）。从表 ４
可以看出，在单元数分别是４，８，１６和３２时，ＨＢ３ｎ１２
和ＨＢ２ｎ１２所消耗ＣＰＵ运行时间相差不大，ＨＢ３ｎ１２
比ＨＢ２ｎ１２多一些时间，而ＨＢ２ｎ１６所消耗ＣＰＵ运行
时间就远多于 ＨＢ３ｎ１２和 ＨＢ２ｎ１２，虽然 ＨＢ２ｎ１６的
自由度数１６只比ＨＢ３ｎ１２和ＨＢ２ｎ１２的自由度数１２
多了４，但 ＣＰＵ运行时间已经达到它们的２倍左右。
因此单元自由度数对计算效率影响较大。

表４　各单元ＣＰＵ运行时间
Ｔａｂｌｅ４　ＣＰＵｒｕｎｎｉｎｇｔｉｍｅｏｆｅａｃｈｅｌｅｍｅｎｔ

单元数
ＣＰＵ运行时间ｔ／ｓ

ＨＢ２ｎ１２ ＨＢ３ｎ１２ ＨＢ２ｎ１６

４ ６９５．０７ ８２３．７８ １６７７．８１

８ １２９３．５５ １３５０．６８ ２８３５．９１

１６ ２２２８．４１ ２８１１．８０ ５０８０．８９

３２ ５６５８．７２ ６１７８．４３ １０９８４．１０

４　结论
课题组基于绝对节点坐标法研究了 ＨＢ２ｎ１２，

ＨＢ３ｎ１２和 ＨＢ２ｎ１６的 ３种二维高阶单元和 Ｎｅｏ
Ｈｏｏｋｅａｎ，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｌｉｎ和 Ｙｅｏｈ的３种不可压缩超弹
性模型模拟橡胶梁大变形的力学特性。基于静态和动

态大变形实例，分析了３种单元的计算精度和计算效
率以及３种不可压缩超弹性模型模拟橡胶梁大变形力
学特性的有效性。具体结论如下：

１）Ｙｅｏｈ模型是最适合超弹性大变形分析；从计
算精度角度二维绝对节点坐标高阶梁单元都适合超弹

性大变形分析，但它们的计算效率相差较大。

２）ＨＢ３ｎ１２收敛需要的单元数最少，最容易收
敛，ＨＢ２ｎ１２次之，ＨＢ２ｎ１６收敛所需要单元数最多。
这与单元的构造即单元位移模式和节点广义坐标类型

有关。

３）相同单元数下，ＨＢ２ｎ１６所消耗 ＣＰＵ运行时
间是ＨＢ３ｎ１２和ＨＢ２ｎ１２所消耗的２倍左右，因此单
元自由度数对ＣＰＵ运行时间影响较大。

因此，橡胶梁大变形分析适合采用 Ｙｅｏｈ模型，单
元多项式位移模式、节点广义坐标类型以及单元自由

度数对单元计算效率影响较大。
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