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传感器弹性元件本构模型参数拟合研究
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摘　要：针对多维位移测量系统结构复杂、成本高等缺点，课题组提出一种单一固体集成传感器，为了准确描述传感器弹
性元件力学特性，在不同应变率下对传感器弹性元件进行准静态单轴压缩试验。将超弹性本构模型运用泰勒展开式进

行整理简化，得到应力应变关系，利用 Ｏｒｉｇｉｎ对应力应变曲线进行数据拟合；选用 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ，Ｙｅｏｈ，Ｂｉｄｅｒｍａｎ和
Ｏｇｄｅｎ这４种超弹性本构模型对试验曲线进行描述。研究结果表明：Ｂｉｄｅｒｍａｎ模型对曲线的拟合效果最好，Ｍｏｏｎｅｙ
Ｒｉｖｉｌｉｎ模型拟合效果最差，其他模型都存在小应变拟合差和中等以上不同程度的偏离的情况。本研究得到的应力应变
关系为传感器的进一步研究提供重要参考。
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　　多维位姿测量［１］系统是保证机械手定位及轨迹

精度的关键装置，传统的多维位姿测量多是通过多个

单自由度位移传感器或编码器［２３］来实现的，测量系统

结构复杂，成本高，且容易产生多轴累积误差，难以满

足精密位移测量的需求。因此，迫切需要一种精度高、

结构简单的单体集成多维位姿传感器。通过测试对

比，最终选取聚氨酯作为弹性体软轴的材料，在进一步

研究该传感器传感特性的过程中，要对弹性体的运动

及形变情况进行分析。由于聚氨酯为非线性材料，很

难通过直接计算得到精确的解析解，因此通常需要借

助仿真工具进行分析，而进行仿真分析的前提是要得

到该材料的超弹性本构模型。本构模型描述了弹性体
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应力应变关系，而其应力应变关系是最终得到该传

感器应变位移关系的基础及核心，因此获得合适的超

弹性本构模型就成为研究该传感器的关键所在。

对于弹性体材料的本构模型，国内外学者进行了

大量的研究，并提出了多个模型：魏志刚等［４］基于弹

性体的第１、第３主伸长率提出了一种新的本构模型，
该模型对初始参数依赖小，只需通过试验就能获得较

为可靠的模型参数，但该试验需构建特定的主坐标系，

具有一定的局限性；冯希金等［５］针对未硫化橡胶，结

合单轴拉压与剪切试验，使用 Ｙｅｏｈ应变能函数的广

义Ｍａｘｗｅｌｌ黏超弹性模型对未硫化橡胶进行拟合，发

现该模型可以较好地描述未硫化橡胶的参数特征，为

以后研究未硫化橡胶提供了一种新的思路；刘高冲

等［６］对聚氨酯弹性体进行了静态与动态的单轴压缩

试验，最终得到了聚氨酯弹性体与应变率相关本构模

型，从而可以较好地描述应变率对聚氨酯弹性体的影

响。上述文献对各种橡胶材料在不同的温度及不同的

应变幅值下的本构模型进行了研究分析，但都是对弹

性体应力伸长比之间的关系进行研究，没有深入探讨

应力应变关系。

课题组以聚氨酯弹性体作为传感器弹性元件进行

研究，研究了聚氨酯弹性体压缩状态下的本构模型，由

于篇幅有限对于弯曲以及拉伸暂时不做研究。以圆柱

状聚氨酯弹性体压缩试样为研究对象，在不同的应变

率下对试样进行循环加载；然后，采用多种超弹性本构

模型对其加载曲线的应力应变关系进行拟合，对比分

析各本构模型的拟合精度，选取最合适的本构模型。

１　弹性体材料本构模型
与金属材料的线弹性不同，聚氨酯等弹性体橡胶

材料的应力应变关系呈非线性变化，该类材料发生大

变形后可以恢复原始状态，即变形可逆，因此可以看作

超弹性材料，并且可以认为它们各向同性，对于此类材

料，它们的应变能函数可表示为：

Ｗ＝Ｗ（Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３）。 （１）
式中：Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３分别为 ＣａｕｃｈｙＧｒｅｅｎ变形张量的第１，
第２，第３基本不变量。

超弹性材料的柯西应力张量可以表示为：

Ｔ＝－ｐＩ＋２Ｗ
Ｉ１
Ｂ－２Ｗ

Ｉ２
Ｂ－１。 （２）

式中：ｐ为静水压力，Ｉ为单位张量，Ｂ为变形张量。

对于单轴压缩、拉伸，设伸长率为 λ，３个主伸长

率关系为λ１＝λ，λ２＝λ３＝λ
－１／２，又由于超弹性材料可

以看作各向同性不可压缩，所以Ｉ３＝１。则：

Ｉ１＝λ
２＋２
λ
；

Ｉ２＝２λ＋
１
λ２
；

Ｉ３＝１













。

（３）

将式（３）代入式（２）可推导出真实应力

σＴ＝２（λ
２－１
λ
）（
Ｗ
Ｉ１
＋１
λ
Ｗ
Ｉ２
）。 （４）

又因真实应力σＴ与工程应力σ满足 σＴ＝λσ，则

工程应力

σ＝２（１－１
λ３
）（λＷＩ１

＋Ｗ
Ｉ２
）。 （５）

１．１　ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ本构模型

Ｒｉｖｉｌｉｎ在研究应变能函数一般形式时，推导出了

各向同性不可压缩材料的应变能函数

Ｗ ＝ ∑
∞

ｍ＝０，ｎ＝０
Ｃｍｎ（Ｉ１－３）

ｍ（Ｉ２－３）
ｎ。 （６）

式中Ｃｍｎ为常数，且满足Ｃ００＝０。

Ｍｏｏｎｅｙ［７］在式（１）的基础上，取其前２项，其他各

项的Ｃｍｎ＝０，有：

Ｗ＝Ｃ１０（Ｉ１－３）＋Ｃ０１（Ｉ２－３）。 （７）

式（７）被称为ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ公式。将式（７）代入

式（５）可求得ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ模型应力伸长率关系式：

σ＝２（１－１
λ３
）（Ｃ１０λ＋Ｃ０１）。 （８）

伸长率λ与应变ε满足：λ＝１＋ε。式（８）整理后

可写为：

σ＝２Ｃ１０［１＋ε－
１

（１＋ε）２
］＋２Ｃ０１［１－

１
（１＋ε）３

］。

（９）

将式（９）进行泰勒展开，因为 ε最大为０．２，ε

ε４，因此酌情保留到展开式的三次项或者四次项。

（１＋ε）α ＝１＋αε＋α（α－１）２！ ε２ ＋… ＋

α（α－１）（α－ｎ＋１）
ｎ！ εｎ＋Ｒｎ（ε）。 （１０）

则ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ模型应力应变关系式为：
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σ＝２Ｃ１０（４ε
３－３ε２＋３ε）＋２Ｃ０１（１０ε

３－６ε２＋

３ε）。 （１１）

ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ模型广泛应用于现代工程中，对拉

伸不超过 ２００％的橡胶材料试验数据具有较好的拟

合，但是研究发现其对压缩试验数据拟合效果较差。

１．２　Ｙｅｏｈ本构模型

在ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ本构方程的基础上，Ｙｅｏｈ［８］提

出了３项应变能函数，该应变能函数只含有１个应变

张量不变量Ｉ１，而不含有第２应变张量不变量Ｉ２，因此

Ｙｅｏｈ本构方程也被称为减缩多项式方程。其应变能

函数

Ｗ＝Ｃ１０（Ｉ１－３）＋Ｃ２０（Ｉ１－３）
２＋Ｃ３０（Ｉ１－３）

３。

（１２）

将式（１２）代入式（５）可求得 Ｙｅｏｈ模型应力伸长

率关系式，整理后得到应力应变关系式：

σ＝２Ｃ１０（４ε
３－３ε２＋３ε）＋３６Ｃ２０ε

３＋５４Ｃ３０（－ε－

１）。 （１３）

因Ｙｅｏｈ模型不含有 Ｉ２项，但是含有 Ｉ１的更高次

项，所以其对中等及以上应变具有较好的拟合效果，但

是不能很好地描述等双轴拉伸状态。

１．３　Ｂｉｄｅｒｍａｎ本构模型

Ｂｉｄｅｒｍａｎ［９］在Ｙｅｏｈ模型的基础上增添了应变张

量不变量Ｉ２，试验结果表明：单轴拉压状态下，相对于

Ｙｅｏｈ模型，Ｂｉｄｅｒｍａｎ模型具有更好的拟合效果。其应

变能函数

Ｗ＝Ｃ１０（Ｉ１－３）＋Ｃ２０（Ｉ１－３）
２＋Ｃ３０（Ｉ１－３）

３＋

Ｃ０１（Ｉ２－３）。 （１４）

整理得到应力应变关系式：

σ＝２Ｃ１０（６ε
５－５ε４＋４ε３－３ε２＋３ε）＋２Ｃ０１（２１ε

５－

１５ε４＋１０ε３－６ε２＋３ε）＋４Ｃ２０（２４ε
５－１５ε４＋９ε３）＋

１６２Ｃ３０ε
５。 （１５）

需要说明的是，由于最后一项Ｃ３０系数展开式只有

ε５，因此其他系数项皆保留到ε５。

１．４　Ｏｇｄｅｎ本构模型

Ｏｇｄｅｎ［１０］并没有使用应变张量不变量表述橡胶本

构的应变能函数，而是使用主伸长率来代替应变张量

不变量，这样简化了描述应变能函数。其应变能函数

Ｗ ＝∑
ｎ

ｉ＝１

２μｉ
α２ｉ
（λ１αｉ＋λ２αｉ＋λ３αｉ－３）。 （１６）

式中：ｉ和ｎ表示材料参数的项数；λｉ为主伸长率；μｉ，

αｉ分别为试验确定的材料常数。

Ｏｇｄｅｎ模型对材料的各种变形皆有较好的拟合效

果，但是工程中一般使用不超过４项展开式，因为若超

过４项，其拟合参数过多，迭代时间增加，误差增大，仿

真困难。因此课题组选用Ｏｇｄｅｎ模型３项展开式。工

程应力

σ＝∑
３

ｉ＝１
μｉ［（１＋ε）αｉ

－２－（１＋ε）－
αｉ
２－２］。 （１７）

２　试验方法与试样
本试验所采用的聚氨酯压缩试样密度为 １２

ｇ／ｃｍ３，邵氏硬度（９０±２）Ａ，直径为 ２０ｍｍ，高度 １０

ｍｍ的圆柱体，试验使用 ＷＤＷ５电子万能试验机，并

参照ＧＢ／Ｔ７７５７—２００９进行。试验共制备５个压缩试

样，分别对５个试样进行试验，取５次试验的平均值进

行数据拟合。

试验仪器与试验材料如图１所示。课题组试验所

用的工程应变为 ２０％，分别进行０．０１００，０．００１０，

００００３ｓ－１的３种应变率加载试验。试验先将测得的

力位移曲线转化为应力应变曲线，再对转化后的应

力应变曲线进行本构方程拟合。最终得到不同工况

下的最优循环加卸载本构模型。

图１　试验仪器与试验材料

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｔｅｓｔｅｑｕｉｐｍｅｎｔａｎｄｍａｔｅｒｉａｌｓ

弹性体材料在加载卸载时，其卸载应力要远低于

加载应力，经过多次循环加载、卸载，其应力应变曲线
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才会几乎重合，这种现象就称为Ｍｕｌｌｉｎｓ［１１］效应。为消

除Ｍｕｌｌｉｎｓ效应，得到稳定加载曲线，需要在常温下对

试样进行多次循环加载试验，此处采用的工程应变速

率为０．００１０ｓ－１，最大工程应变为２０％。

图２所示为聚氨酯压缩循环加载９次的力位移

曲线。加载过程中发现在第３次加载后力位移曲线

趋于稳定，在第５次加载后力位移曲线基本稳定。获

取稳定的加载力位移曲线对于后续的弹性体受力分

析和模型创建具有重要的意义，因为弹性体在循环加

载、卸载的工况下工作，若使用未消除应力软化的数据

进行分析会导致模型误差很大。因此，课题组在对试

样循环加载、消除Ｍｕｌｌｉｎｓ软化效应的基础上进行后续

试验。

图２　循环加载力位移曲线

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｃｙｃｌｉｃｌｏａｄｉｎｇｆｏｒｃｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｕｒｖｅ

３　本构模型的试验结果与分析
为获得合适的超弹性模型以准确地描述聚氨酯应

力应变关系，课题组分别对 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ，Ｙｅｏｈ，

Ｂｉｄｅｒｍａｎ以及 Ｏｇｄｅｎ这４种模型，在不同应变率下的

数据进行了拟合分析。首先将试验所得数据进行处

理，在试验机上直接测得力位移关系数据，并将其转

化为应力应变关系，转换关系如下：

σ＝ Ｆ

π（ｄ２）
２
＝４Ｆ
πｄ２
； （１８）

ε＝
｜ｌ１－ｌ０｜
ｌ０

＝ｓｌ０
。 （１９）

式中：Ｆ为加载力，ｄ为试样直径，ｌ０为初始厚度，ｌ１为

变形后的厚度，ｓ为试验数据中的位移。

课题组没有使用传统的 ＡＢＡＱＵＳ等仿真分析软

件对其进行本构模型拟合，而是使用 Ｏｒｉｇｉｎ专业绘图

软件对其拟合。将试验数据整理后导入绘图软件中，

使用非线性拟合将前文本构模型的应力应变公式输

入其中，实现对试验数据的拟合。试验得到应力应变

曲线如图３所示。

图３　压缩加载应力应变曲线

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｌｏａｄｉｎｇｓｔｒｅｓｓｓｔｒａｉｎｃｕｒｖｅ

由图３可见，试验数据呈现“Ｓ”型，符合超弹性物

质的性质。在３种加载应变率下，试验曲线形状几乎

相同，在微小应变下曲线重合。在相同的应变下，随着

应变率的增加聚氨酯弹性体受到的应力增大。

３．１　ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ本构模型

如图４（ａ）所示，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ模型对３种应变

率下的试验数据拟合偏离较远，尤其是在小应变情况

下，这与其对压缩状态拟合较差的结论相符。在０％～

３％应变范围内，拟合曲线呈现负值，这与实际情况不
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图４　不同应变率下４种模型拟合曲线

Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｆｉｔｔｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆｆｏｕｒｍｏｄｅｌｓａｔ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔｒａｉｎｒａｔｅｓ

符，且在应变达到１７％左右时拟合曲线有应力减小的

趋势，这与试验数据持续上升的趋势也相反。因此，我

们认为ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ模型不能对本试验所用的压缩

状态下的聚氨酯弹性体应力应变关系进行描述。

ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ模型的拟合数据如表１所示。表１

中Ｃ１０为负值，而Ｃ０１为正值，这与多数文献中对其他弹

性体材料的拟合结果相反，一般情况下 Ｃ１０为正值，而

Ｃ０１为负值，这进一步说明了该模型不适合本试验中所

使用的聚氨酯弹性体。

表１　ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ模型拟合参数

Ｔａｂｌｅ１　ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

应变率／ｓ－１ Ｃ１０ Ｃ０１ 卡方值

０．０１００ －０．１８９７８ ０．０７５５０ ４．７４４０７

０．００１０ －０．１７７８０ ０．０７０７４ ３．５１４０７

０．０００３ －０．１６００７ ０．０６３６９ ２．７１０５０

３．２　Ｙｅｏｈ本构模型

图４（ｂ）所示为 Ｙｅｏｈ本构模型应力应变拟合结

果，可以看出 Ｙｅｏｈ本构模型拟合效果明显优于

ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ本构模型。当应变为 ０％ ～４％时，

Ｙｅｏｈ本构模型的应力高于试验数据较多；当应变为

４％～１２％时，Ｙｅｏｈ本构模型应力逐渐接近试验数据；

当应变为１２％～１９％时，拟合效果最好。Ｙｅｏｈ本构模

型拟合参数如表２所示。不同于硅胶等硬度较小的弹

性体，课题组所采用的聚氨酯弹性体硬度较大，拟合参

数第１、第３项为负值，第２项为正值，因此中等应变

的拟合效果较好。

表２　Ｙｅｏｈ模型拟合参数

Ｔａｂｌｅ２　Ｙｅｏｈｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

应变率／ｓ－１ Ｃ１０ Ｃ０１ Ｃ３０ 卡方值

０．０１００ －０．００４５８ ０．０００９８ －０．０１３６１ ０．３１４３６

０．００１０ －０．００６９１ ０．００１４９ －０．０１１１６ ０．２５４４１

０．０００３ －０．００６８８ ０．００１４９ －０．００９６０ ０．２２０５５

３．３　Ｂｉｄｅｒｍａｎ本构模型

Ｂｉｄｅｒｍａｎ本构模型的拟合结果如图４（ｃ）所示，拟

合参数如表３所示。可以发现，Ｂｉｄｅｒｍａｎ本构模型在

３种应变率下对试验数据的拟合效果均非常好，这表

明Ｂｉｄｅｒｍａｎ本构模型能够很好地描述聚氨酯弹性体

的受力情况。其原因是相对于 Ｙｅｏｈ本构模型，

Ｂｉｄｅｒｍａｎ本构模型增加了应变不变量 Ｉ２项，参数也增

加了Ｃ０１项，因此不仅可以对小应变更好地进行描述，

对中等应变以及大应变的契合程度也更高。
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表３　Ｂｉｄｅｒｍａｎ模型拟合参数

Ｔａｂｌｅ３　Ｂｉｄｅｒｍａｎｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

应变率／ｓ－１ Ｃ１０ Ｃ０１ Ｃ２０ Ｃ３０ 卡方值

０．０１００ ０．０１８１１ －０．０４８２６０．０２１０６ －０．００１３１ ０．０１９３０

０．００１０ ０．０１７７１ －０．０４１０２０．０１７５２ －０．００１０６ ０．０２０５２

０．０００３ ０．０１６６２ －０．０３５４３０．０１４９１ －０．０００８８ ０．００５０６

３．４　Ｏｇｄｅｎ本构模型

Ｏｇｄｅｎ本构模型的拟合结果如图４（ｄ）所示，拟合

参数如表４所示。由拟合效果可知，Ｏｇｄｅｎ本构模型

对试验数据的拟合效果相对于 ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ、Ｙｅｏｈ

这２种本构模型为佳，仅次于 Ｂｉｄｅｒｍａｎ模型。在应变

为０％～１％时，模型的应力为负值，这点与试验不符。

Ｏｇｄｅｎ本构模型对于试验试样大于２％的应变拟合效

果较好。相对于前２种模型，Ｏｇｄｅｎ本构模型具有更

好的拟合效果，这与 Ｏｇｄｅｎ本构模型包含更多的参数

有关，但因为Ｏｇｄｅｎ本构模型参数较多，所以其拟合所

需要的收敛时间更长，拟合参数的初始设定也更加

繁琐。

表４　Ｏｇｄｅｎ模型拟合参数

Ｔａｂｌｅ４　Ｏｇｄｅｎｍｏｄｅｌｆｉｔｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

应变率／ｓ－１ μ１ α１ μ２ α２ μ３ α３ 卡方值

０．０１００ １９．８９５１５ －４１．３５９２５ １８．８３０８６ ２．２９３４５ ２．２１２２３ ２．２９３４４ ０．０３３０８

０．００１０ ２３．５７２８９ －４８．９０７８７ ２３．０７０３４ ２．３４５１９ ２．２８９１４ ２．３４５１９ ０．０３２４０

０．０００３ １７．３０９３５ －３６．５６８０６ １７．４７０５６ ２．４０６２１ ２．３４７００ ２．４０６２１ ０．０３６００

　　卡方值表示试验数据与拟合曲线的相关程度，如

果卡方值小于０．０５，则说明双方是显著相关的，也就

是说拟合结果是符合的。卡方值大于０，数值越小表

明相关性越显著，拟合效果越好。表５所示为４种模

型拟合参数的卡方值对比，可以很明显地看出这４种

模型在３种应变率下的拟合效果，ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ和

Ｙｅｏｈ２种模型卡方值均大于 ０．０５，不符合要求。

Ｂｉｄｅｒｍａｎ模型与Ｏｇｄｅｎ模型３种应变率下的卡方值均

小于０．０５，试验数据与拟合曲线显著相关，这２种模

型卡方值对比可以看出相同应变率下 Ｂｉｄｅｒｍａｎ模型

卡方值更小，相关性更显著，拟合程度也就更好。

表５　４种模型拟合参数卡方值

Ｔａｂｌｅ５　Ｃｈｉｓｑｕａｒｅｖａｌｕｅｓｏｆｆｏｕｒｍｏｄｅｌ

ｆｉｔｔｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

应变

率／ｓ－１

卡方值

ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ

本构模型

Ｙｅｏｈ

本构模型

Ｂｉｄｅｒｍａｎ

本构模型

Ｏｇｄｅｎ

本构模型

０．０１００ ４．７４４０７ ０．３１４３６ ０．０１９３０ ０．０３３０８
０．００１０ ３．５１４０７ ０．２５４４１ ０．０２０５２ ０．０３２４０
０．０００３ ２．７１０５０ ０．２２０５５ ０．００５０６ ０．０３６００

４　结论
课题组使用电子万能试验机对聚氨酯弹性体进行

准静态下压缩试验。对预处理试样进行不同应变率的

压缩加载试验，将得到的数据处理之后导入专业绘图

工具，最后利用４种本构模型对试验数据进行拟合。

通过对实验数据拟合对比分析，可以得到如下结论：

１）聚氨酯类弹性体具有应力软化效应，若要得到

准确的实验数据，需要多次循环加载以消除 Ｍｕｌｌｉｎｓ

效应。

２）ＭｏｏｎｅｙＲｉｖｉｌｉｎ本构模型对试验数据的拟合效

果很差；Ｙｅｏｈ本构模型在小形变偏离较大而中等形变

状态下拟合稍有偏离；拥有６个参数的 Ｏｇｄｅｎ本构模

型对试验数据的拟合效果较好，但由于参数较多，收敛

时间增大且初始值设定较为麻烦；对该试样拟合效果

最好的是Ｂｉｄｅｒｍａｎ本构模型，不仅拟合程度最佳，并

且参数数量适中，该模型能够很好地描述聚氨酯单轴

压缩加载状态下的力学行为。

３）本研究应力应变曲线的拟合为后续材料的仿

真建模提供了可靠的前提条件以及对进一步研究聚氨

酯材料的热力学行为和黏弹性行为提供了一定的参照。
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