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平面含复铰运动链拉普拉斯矩阵
描述方法与同构判定
陈　诺，孙　伟，杨帆行，胡高博，潘宇航

（武汉科技大学 机械自动化学院，湖北 武汉　４３００８１）

摘　要：为了在运动链构型综合过程中进行同构识别，课题组提出了一种拉普拉斯矩阵方法对平面含有复铰运动链的拓
扑结构进行描述以及同构判定。首先，构建了一种拉普拉斯矩阵，利用奇异值分解来确定唯一性；其次，利用 ＳＶＤ分解
得到奇异值向量，通过比较不同分量的奇异值向量形成拉普拉斯矩阵，从而判断是否同构来确定矩阵形成的唯一性机

制；最后，通过案例进行证明。结果表明该方法具有有效性和高效性。
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　　机构综合的目的在于获得满足所有给定拓扑要求

的可行机构构型，为机构的创新提供大量备选的结构

方案，从而使设计者选择性能优异的新型机构用于机

械装备的创新，并设计出具有优异性能的新型机械装

备。机构综合需满足有效性，集成方法必须能够获得

所有满足给定拓扑要求的可行机制。综合结果必须是

完整、准确的，任何可行的机构都不能被遗漏。此外，

集成机制必须合理，不包含具有相同拓扑结构的同构

机制；然而，机构同构的确定一直是平面机构类型综合

和优化中需要解决的难题。

对此，许多学者提出了相应的解决方案，罗玉峰

等［１］提出关联度和关联度码的方法判定运动链的同

构；聂松辉等［２］提出一种可以自动绘制运动链结构简

图的最大环路法判定同构；孙晓斌等［３］提出了条件最
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大结构码及其求解方法，将问题降次为 ＴＳＰ问题进行

同构判定；丁佳文等［４］提出了一种遍历环路的新型环

路矩阵来描述行星轮系拓扑图的基本特征进行同构判

定；孙伟等［５］提出构件邻接矩阵描述行星轮系拓扑

图，并用改进哈明数的方法来进行同构判定；周豪

等［６］提出加值矩阵结合特征向量的方法来进行同构

判定；Ｒａｉ等［７］提出一种简单的运动链构件标记算法，

从而获得最大二进制序列码，用此作为一个结构恒量

来判定同构；刘江南等［８］用转化邻接矩阵描述含复铰

运动链，通过把复铰转换为单铰的方法来进行同构判

定；伍星华等［９］提出了全等环路法，比较环路构件度

从而判定是否同构；Ｍａｎｏｊ等［１０］提出改进环联接方法，

通过关节频率、链识别串等结构恒量来判定运动链是

否同构；李安明等［１１］通过判断特征码、和列阵２个结

构恒量是否相等来判定运动链是否同构。综上所述，

虽然复合铰链同构判定的方法甚多，但有些方法存在

着不适合运算，运算量大，及转化复杂等问题。

故课题组提出了一种简单而精确的同构确定方

法，并引入了由邻接矩阵和度矩阵组成的 Ｌａｐｌａｃｅ矩

阵来描述运动链，特别是包含复合铰链的运动链。将

拉普拉斯矩阵进行 ＳＶＤ分解后的奇异值向量作为确

定的必要条件。通过对大量的案例进行论证，表明该

方法具有准确性和高效性。

１　拉普拉斯矩阵的构建
１．１　拉普拉斯矩阵的定义

将度矩阵和邻接矩阵用于构造拉普拉斯矩阵，即

Ｌ＝Ａ－Ｄ。 （１）

式中：Ｌ为拉普拉斯矩阵，是一个 ｎ阶的方阵，其中 ｎ

由运动链杆件数决定；Ａ为邻接矩阵；Ｄ为度矩阵。

Ａ需要考虑相邻分量之间的关系，Ｄ需要考虑一

个拉普拉斯矩阵在度或度上的元素，即顶点连接的分

量的数量。矩阵的行和列是运动链的联数，包含复铰

和移动副的矩阵元素。

含复铰的矩阵元素计算公式：

ｌｉｊ＝

－ｄｅｇ（ｖｉ），　ｉ＝ｊ；

１， ｉ≠ｊ，但相邻；

０， ｉ≠ｊ，不相邻
{

。

（２）

式中：ｉ和ｊ表示关节编号，数值根据构件的情况取值０

或１，相邻的构件含复铰取 １，构件不相邻数值为 ０；

ｄｅｇ（ｖｉ）表示顶点ｖｉ的度，数值取决于构件的连接数目。

含移动副的矩阵元素计算公式：

ｌｉｊ＝

－ｄｅｇ（ｖｉ），　ｉ＝ｊ；

２， ｉ≠ｊ，但相邻；

０， ｉ≠ｊ，不相邻
{

。

（３）

式中：ｉ和ｊ表示关节编号，数值根据构件的情况取值

为０或２，相邻的构件含有移动副取２，构件不相邻数

值为０；ｄｅｇ（ｖｉ）表示顶点 ｖｉ的度，数值取决于构件的

连接数目。

１．２　拉普拉斯矩阵的实例

图１所示为一个含复铰的１０杆运动链。

图１　运动链ａ１的结构简图

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎａ１

拉普拉斯矩阵Ｌ的元素ｌｉｊ（ｉ≠ｊ）表示运动链ａ１构

件ｉ和构件 ｊ之间的连接关系。例如：元素 ｌ１２＝１，表

示构件１和构件２之间有连接；元素 ｌ１３＝０，表示构件

１和构件３之间没有连接。元素ｌｉｉ表示运动链ａ１构件

ｉ连接构件的数目。例如，ｌ１１＝－４，表示构件１处连接

有４个构件。

可通过拉普拉斯矩阵来求解奇异值，由 ＬＬ的特

征值取平方根获得。依据

｜λＥ－ＬＬ｜＝０，

可求出特征值。

其中：λ是拉普拉斯矩阵的特征值，Ｅ是单位

矩阵。

求出特征值后，奇异值可由特征值取平方根获得，

结果用一组列向量表示。
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Ｌａ１＝

－４ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ ０
１ －３ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ １ －３ １ ０ ０ ０ １ ０ ０
１ ０ １ －４ １ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ ０ １ －２ １ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ １ －２ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ －３ １ １ ０
０ ０ １ １ ０ ０ １ －４ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ －３ １































０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ －２

６．１９２５
５．１９６９
４．５２２３
４．０８２７
３．３２６０
２．３７１３
１．８５８８
１．６６３５
０．７８６１































０．００００

。 （４）

２　同构判定
由相关理论及同构的概念可知，要使２个运动链

同构，必须含有相同的构件种类、构件数量、构件连接

关系。对于构件之间的连接关系，构件数量均已确认

相同。在进行同构判定时，首先构建出拉普拉斯矩阵，

由拉普拉斯矩阵的性质可知拉普拉斯矩阵每一行、列

求和均为０，则０是奇异值向量中的一个元素，可以检

测拉普拉斯矩阵的正确性，然后用奇异值分解

（ｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ，ＳＶＤ）求出奇异值向量，

比较２个运动链的奇异值向量，若相等则运动链同构，

否则不同构。

图２所示为２个具有复杂铰链的１０杆运动链，可

以构建出各自的拉普拉斯矩阵并求得奇异值向量。运

动链ａ２，ａ３的拉普拉斯矩阵和奇异值向量的结果如下：

Ｌａ２＝

－４ １ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０
１ －４ １ ０ ０ １ １ ０ ０ ０
０ １ －２ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ １ －２ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ －３ １ ０ ０ ０ １
０ １ ０ ０ １ －４ １ ０ ０ １
０ １ ０ ０ ０ １ －３ １ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ １ －３ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ －２ １





























０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ １ －３

６．１９２５
５．１９６９
４．５２２３
４．０８２７
３．３２６０
２．３７１３
１．８５８８
１．６６３５
０．７８６１





























０．００００

； （５）

Ｌａ３＝

－４ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ ０
１ －３ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ １ －３ １ ０ ０ ０ ０ ０ １
１ ０ １ －４ １ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ １ －２ １ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ １ －２ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ －２ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ －３ １ １
０ １ ０ ０ ０ ０ ０ １ －３ １





























０ ０ １ １ ０ ０ ０ １ １ －４

６．０３１６
５．４９６４
４．５２７５
４．００００
３．０１４０
２．４０００
２．１８９６
１．４３２７
０．８１８２





























０．００００

。 （６）

　　由结果可以看出，奇异值向量中含有元素０，符合

拉普拉斯矩阵性质，对比奇异值向量的结果显示Ｓａ１＝

Ｓａ２≠Ｓａ３，所以运动链ａ１和ａ２是同构运动链，运动链ａ３
是异构。

３　案例分析
３．１　含复铰的运动链

图３所示为２个１３杆含复铰运动链结构简图。
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图２　运动链ａ２和ａ３的结构简图

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎａ２ａｎｄａ３

图３　运动链ａ１３和ｂ１３的结构简图

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｓｋｅｔｃｈｅｓｏｆｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎｓａ１３ａｎｄｂ１３

　　求出了该运动链的拉普拉斯矩阵和各个矩阵的奇异值向量为：

Ｌａ１３＝

－２ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ －２ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０

０ １ －３ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ －４ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ －３ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０

１ ０ ０ ０ １ －４ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０

０ ０ ０ １ １ ０ －４ ０ １ １ ０ ０ ０

０ ０ １ １ ０ ０ ０ －４ １ ０ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ －４ １ ０ ０ １

０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ １ －３ １ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ －２ １ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ －２ １
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０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ １ －３

６．００００

５．７６９７

５．０６９６

５．０４２２

４．００００

３．５８２８

２．９４９４

２．６３８０

２．００００

１．３２１４

０．９１７２

０．７０９６
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


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











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








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





０．００００

； （７）
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Ｌｂ１３＝

－３ １ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ －２ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ －３ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ －３ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ －４ １ ０ ０ １ １ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ １ －３ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ １ －４ ０ ０ １ １ ０ ０
０ ０ １ １ ０ ０ ０ －４ １ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ －３ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ －３ １ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ －３ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ －２ １
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


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
































０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ０ ０ １ －３

６．００００
５．２３６１
５．１７０１
４．４８１２
４．００００
４．００００
３．３１１１
２．６８８９
２．００００
１．５１８８
０．８２９９
０．７６３９









































０．００００

。 （８）

　　由式（７）和（８）可知，奇异值向量中含有０向量，

则说明与拉普拉斯矩阵的性质符合，对比奇异值向量

的结果显示Ｓａ１３≠Ｓｂ１３，因此，运动链ａ１３和ｂ１３是异构。

３．２　含移动副的运动链

拉普拉斯矩阵不仅可以描述和判断包含复杂铰链

运动链的平面的分量，还可以判断包含移动副的运动

链。在邻接矩阵和度矩阵中，移动副的权重为２。图４

所示的虚线部分表示移动副。

含有移动副的１０杆运动链的拉普拉斯矩阵和每

个矩阵的奇异值向量：

图４　含移动副的１０杆运动链

Ｆｉｇｕｒｅ４　１０ｂａｒｍｏｖｉｎｇｃｈａｉｎｗｉｔｈｍｏｖｉｎｇｐａｉｒ

Ｌｇ１＝

－６ ２ ０ ０ ０ ０ ０ １ １ ２
２ －４ ２ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ２ －４ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ －３ １ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ －３ １ ０ ０ ０ １
０ ０ １ ０ １ －３ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ －２ １ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ １ －２ ０ ０
１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ －２ ０
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



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


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











２ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ －３

８．３１９５
５．９３３４
４．７１９７
３．２７４８
２．９３９２
２．００００
１．８２２２
１．６１８７
０．９２２４

























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
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０．００００

； （９）

·４３· 　 轻工机械　ＬｉｇｈｔＩｎｄｕｓｔｒｙＭａｃｈｉｎｅｒｙ ２０２２年第３期



Ｌｇ２＝

－６ ２ ０ １ ０ １ １ １ １ ２
２ －３ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ －３ １ ０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ －３ １ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ －４ １ ０ ０ ０ ２
０ ０ １ ０ １ －３ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ －２ １ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ １ －２ ０ ０
１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ －２ ０
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
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８．３１９５
５．９３３４
４．７１９７
３．７２４８
２．９３９２
２．００００
１．８２２２
１．６１８７
０．９２２４
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



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


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０．００００

； （１０）

Ｌｇ３＝

－６ ２ ０ ０ ０ ０ ０ ２ １ １
２ －３ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ １ －４ １ ０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ －３ １ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ １ －３ １ ０ ０ ０ １
０ ０ ２ ０ １ －４ １ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ １ －２ １ ０ ０
２ ０ ０ ０ ０ ０ １ －３ ０ ０
１ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ －２ ０









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







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

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

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１ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０ －２

８．０３２６
６．５７３０
４．０６７４
３．８８７９
３．２８２９
２．００００
１．５５４０
１．４３４５
１．１６７８





























０．００００

。 （１１）

　　由式（９）～（１１）可知，该含有移动副的１０杆运动

链所形成拉普拉斯矩阵的奇异值向量中含有元素０，

符合拉普拉斯矩阵的性质，对比奇异值向量的结果显

示Ｓｇ１＝Ｓｇ２≠Ｓｇ３，可得知运动链 ｇ１与 ｇ２是同构，ｇ３是

异构。

４　结语
课题组提出了拉普拉斯矩阵来描述具有平面复杂

铰链的运动链。构建的拉普拉斯矩阵实现矩阵与运动

学链的一一对应。该矩阵可以通过ＳＶＤ进行分解，得

到的奇异值向量可以判断运动链的唯一性，０元素可

以检验矩阵的正确性。该方法不仅可以用于包含复杂

运动链的同构判定，还可以用于包含移动副的平面运

动链同构判定。实例证实了该方法的有效性和高效

性。相比其它判定法，该方法的矩阵简洁美观，可读性

强，且用ＳＶＤ分解得到结果较为准确、快速。
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