
　［研究·设计］ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．１００５２８９５．２０２２．０４．００２

收稿日期：２０２２０２１０；修回日期：２０２２０５１８
基金项目：国家自然科学基金资助项目（５１９０５３３１）；上海工程技术大学青年科研团队培育计划（ＱＮＴＤ２０２１１２）。
第一作者简介：黄双（１９８９），女，湖北荆州人，博士，副教授，硕士生导师，主要研究方向为高端纺织装备振动与噪声分析。Ｅ
ｍａｉｌ：ｈｕａｎｇｓｈｕａｎｇ１９８９＠１２６．ｃｏｍ

耦合四连杆机构等效刚度计算
黄　双，武　欣，李培兴

（上海工程技术大学 机械与汽车工程学院，上海　２０１６２０）

摘　要：为正确求解簇绒地毯织机转子系统的振动特性（固有频率、振型和临界转速等），课题组采用能量法对针曲柄摇
杆机构的等效线刚度和等效转动刚度进行研究。将各转子间耦合单元的曲柄摇杆机构视成多个刚架；对于每一个刚架，

施加单位力和单位力矩，采用能量法对等效线刚度和转动刚度进行求解。结果表明：针曲柄摇杆机构的等效线刚度和转

动刚度变化较大，随曲柄转动而周期变化的等效刚度不可看做常数，需考虑时变刚度对系统振动特性的影响。该研究为

等效刚度的求解提供了一个新思路。
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　　纺织机械装备中，转子系统是重要的执行机构，如

簇绒地毯织机和经编机等［１３］。以簇绒地毯织机为例，

簇绒地毯的织造质量主要取决于转子系统的运动平稳

性和动力学特性，织造效率主要取决于转子系统的转

速［４］。转子系统的振动会引起纱线的张力波动，使得

纱线的喂纱量无法达到指定数值，从而影响地毯毯面

质量［５６］。转子系统的振动还会加速各配合零部件间

的磨损，减少设备的使用寿命。另外，根据对簇绒地毯

织机整机噪声源识别和定位可知，转子系统的结构振

动是整机噪声的主要来源。因此，清晰了解转子系统

的振动特性有着重要意义。为了准确求解转子系统的

振动特性，各转子间耦合四连杆机构的等效刚度（包

括线刚度和转动刚度）的取值尤为重要。

目前，关于多转子系统中耦合单元四连杆机构的

等效刚度计算研究相对较少，大部分学者主要集中于

研究四连杆机构的动力学和运动学特性。张建军
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等［７］利用欧拉公式建立了四连杆机构的动力学模型，

采用ＭＡＴＬＡＢ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ建立运动学仿真模型，对四连

杆机构中各构件的角位移、角速度和角加速度进行求

解；郭文静等［８］利用ＭＡＴＬＡＢ对铝锭连铸及接锭装置

的运动轨迹、速度和加速度等运动特性进行分析；基于

多体动力学原理，李园园等［９］运用四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ

法分析铰链间隙关节位置、数量和润滑对空载四连杆

机构的动力学响应特性。Ｔａｒｉ等［１０］提出了基于多项

式法对柔性四杆机构的运动方程和静态方程解耦。

针对簇绒地毯织机转子系统，课题组采用能量法

对针曲柄摇杆机构的等效线刚度和等效转动刚度进行

研究，为转子系统中等效刚度的求解提供了一种新的

思路。

１　簇绒地毯织机转子系统结构简介
簇绒地毯织机的转子系统如图１所示，由主轴、针

轴和钩轴３转子组成，３转子之间由针曲柄摇杆机构

和钩曲柄摇杆机构耦合而成。在针轴上，均匀布置着

１０套针摇杆滑块机构，通过滑块的往复上下运动，带

动针排运动，完成针的穿刺运动。在钩轴上，均匀布置

着１０套钩摆杆机构，通过与针机构的精确配合，钩的

左右摆动运动带动纱线形成绒圈。

图１　簇绒地毯织机转子系统结构

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｕｆｔｅｄｃａｒｐｅｔｌｏｏｍｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

在转子系统中，主轴和针轴之间通过针曲柄摇杆

机构传递动力，主轴和钩轴之间通过钩曲柄摇杆机构

传递动力。在求解转子系统振动特性（包括固有频

率、临界转速和振型）等时，针曲柄摇杆机构需等效为

具有线刚度 Ｋｈ和转动刚度 Ｋｃ的弹簧，如图２所示。

为了得到正确的振动特性结果，等效线刚度和等效转

动刚度的参数值显得尤为重要。

图２　针曲柄摇杆机构

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｎｅｅｄｌｅｃｒａｎｋｒｏｃｋｅｒｍｅｃｈａｎｉｓｍ

２　基于能量法的等效刚度计算
２．１　能量法原理简介

根据能量守恒原理，积蓄在弹性体内的应变能 Ｖε
在数值上等于载荷所作的功 Ｗ，即 Ｖε＝Ｗ。能量法是

基于功能原理求解弹性体变形及位移等的一种方法。

弹性体在拉伸、扭转和弯曲组合变形时，微段截面上内

力有轴力 Ｆ、扭矩 Ｍｘ和弯矩 Ｍ，分别产生的位移为

ｄ（Δｌ），ｄ（θ）和 ｄ（φ）。已知弹性体的弹性模量为 Ｅ，

截面面积为Ａ，剪切弹性模量为 Ｇ，横截面的极惯性矩

为Ｉｐ，横截面对中心轴的惯性矩为Ｉ。在弹性体微段上

的应变能为各种内力在该微段上各自产生应变能的

积，即：

ｄＶε＝ｄＷ＝
１
２Ｆ（ｘ）ｄ（Δｌ）＋

１
２Ｍｘ（ｘ）ｄ（θ）＋

１
２Ｍ（ｘ）ｄ（φ）＝

Ｆ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＡ ＋

Ｍ２ｘ（ｘ）ｄｘ
２ＧＩｐ

＋Ｍ
２（ｘ）ｄｘ
２ＥＩ 。 （１）

若杆长为ｌ，则

Ｖε ＝∫
ｌ

Ｆ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＡ ＋∫

ｌ

Ｍ２ｘ（ｘ）ｄｘ
２ＧＩｐ

＋∫
ｌ

Ｍ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＩ 。（２）

转子系统在正常运转下，针曲柄摇杆机构的结构

一直处于运动状态。基于能量法求解等效刚度时，需

将整个针曲柄摇杆机构看成３６个刚架，每转动１０°为

１个刚架，通过求解每一个刚架的线刚度和转动刚度，

从而得到曲柄摇杆机构在运动过程中的刚度值。

２．２　等效线刚度计算

以针曲柄摇杆机构为例，采用能量法进行求解。

依据图２（ａ），针曲柄摇杆机构可以简化为如图３所示
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的刚架，将曲柄、连杆及摇杆视为ＯＡ，ＡＢ和ＢＯ′。图３

中，ｌｉ（ｉ＝１，２，３）为各杆长度，ｌ４为 ＯＯ′之间的距离。

α，β和γ分别为杆 ｌ１，ｌ２和 ｌ３与水平线之间的夹角。

为了求得针曲柄摇杆机构的线刚度，对Ｏ′点施加单位

载荷，即Ｆ＝１Ｎ，此时Ｏ′的位移值ｘＯ′的倒数为所求的

线刚度 Ｋｈ。在 Ｏ′点施加单位载荷 Ｆ后，分别对 ＯＡ

杆、ＡＢ杆和ＢＯ′杆进行受力分析，如图４所示。通过

受力分析，各杆的轴力和弯矩值如表１所示。

图３　求解等效线刚度时施加的外力

Ｆｉｇｕｒｅ３　Ｅｘｔｅｒｎａｌｆｏｒｃｅａｐｐｌｉｅｄｗｈｅｎ

ｓｏｌｖｉｎｇｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｉｎｅａｒｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

图４　各杆的受力分析

Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｓｔｒｅｓｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆｅａｃｈｒｏｄ

表１　各杆轴力和弯矩值

Ｔａｂｌｅ１　Ａｘｉａｌｆｏｒｃｅａｎｄｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔｏｆｅａｃｈｒｏｄ

杆件 轴力 弯矩

ＯＡ Ｆｃｏｓα Ｆｘｓｉｎα
ＡＢ Ｆｃｏｓγ Ｆｌ１ｓｉｎα－Ｆｘｓｉｎγ

ＢＯ′ Ｆｃｏｓβ Ｆｘｓｉｎβ

　　对于ＡＢ杆，为了满足受力平衡，需满足：

－Ｆｌ２ｓｉｎγ＋Ｆｌ３ｓｉｎβ＝Ｆｌ１ｓｉｎα。 （３）

基于能量法可知，应变能Ｖε在数值上等于载荷所

作的功ＷＦ，因此：

ＷＦ ＝Ｖε。 （４）

此时，

１
２ＦｘＯ′＝∑∫

ｌ

Ｆ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＡ ＋∑∫

ｌ

Ｍ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＩ 。 （５）

其中：

∑∫
ｌ

Ｆ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＡ ＝∫

ｌ１

０

（Ｆｃｏｓα）２
２Ｅ１Ａ１

ｄｘ＋∫
ｌ２

０

（Ｆｃｏｓγ）２
２Ｅ２Ａ２

ｄｘ＋

∫
ｌ３

０

（Ｆｃｏｓβ）２
２Ｅ３Ａ３

ｄｘ＝
Ｆ２ｌ１ｃｏｓ

２α
２Ｅ１Ａ１

＋
Ｆ２ｌ２ｃｏｓ

２γ
２Ｅ２Ａ２

＋
Ｆ２ｌ３ｃｏｓ

２β
２Ｅ３Ａ３

；

（６）

∑∫
ｌ

Ｍ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＩ ＝∫

ｌ１

０

（Ｆｘｓｉｎα）２
２Ｅ１Ｉ１

ｄｘ＋

∫
ｌ２

０

（Ｆｌ１ｓｉｎα－Ｆｘｓｉｎγ）
２

２Ｅ２Ｉ２
ｄｘ＋∫

ｌ３

０

（Ｆｘｓｉｎβ）２
２Ｅ３Ｉ３

ｄｘ＝

Ｆ２ｌ３１ｓｉｎ
２α

６Ｅ１Ｉ１
＋
Ｆ２ｌ２１ｌ２ｓｉｎ

２α
２Ｅ２Ｉ２

－
Ｆ２ｌ１ｌ

２
２ｓｉｎ

２αｓｉｎγ
２Ｅ２Ｉ２

＋

Ｆ２ｌ３２ｓｉｎ
２γ

６Ｅ２Ｉ２
＋
Ｆ２ｌ３３ｓｉｎ

２β
６Ｅ３Ｉ３

。 （７）

式中：Ｅ１，Ｅ２和Ｅ３分别为３杆件的弹性模量；Ａ１，Ａ２和

Ａ３分别为３杆件的平均截面面积；Ｉ１，Ｉ２和Ｉ３分别为３

杆件横截面对中心轴的惯性矩。

通过式（５）、式（６）和式（７），可由式（８）求得ｘＯ′。

ｘＯ′＝
Ｆｌ１ｃｏｓ

２α
Ｅ１Ａ１

＋
Ｆｌ２ｃｏｓ

２γ
Ｅ２Ａ２

＋
Ｆｌ３ｃｏｓ

２β
Ｅ３Ａ３

＋
Ｆｌ３１ｓｉｎ

２α
３Ｅ１Ｉ１

＋

Ｆｌ２１ｌ２ｓｉｎ
２α

Ｅ２Ｉ２
－
Ｆｌ１ｌ

２
２ｓｉｎαｓｉｎγ
Ｅ２Ｉ２

＋
Ｆｌ３２ｓｉｎ

２γ
３Ｅ２Ｉ２

＋
Ｆｌ３３ｓｉｎ

２β
３Ｅ３Ｉ３

。

（８）

２．３　等效转动刚度计算

为了求解针曲柄摇杆机构的等效转动刚度，对 Ｏ′

施加单位弯矩Ｍ，即 Ｍ＝１Ｎ·ｍ，如图５所示。在施
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加单位力矩后，再次对ＯＡ杆、ＡＢ杆和ＢＯ′杆进行受力

分析，如图６所示。通过受力分析，各杆的轴力和弯矩

值如表２所示。

图５　求解等效转动刚度时施加的外力矩

Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｅｘｔｅｒｎａｌｔｏｒｑｕｅａｐｐｌｉｅｄｗｈｅｎ

ｓｏｌｖｉｎｇｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｒｏｔａｔｉｏｎａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓ

表２　各杆轴力和弯矩值

Ｔａｂｌｅ２　Ａｘｉａｌｆｏｒｃｅａｎｄｂｅｎｄｉｎｇｍｏｍｅｎｔｏｆｅａｃｈｒｏｄ
杆件 轴力 弯矩

ＯＡ （Ｍ／ｌ４）ｓｉｎα （Ｍ／ｌ４）ｘｃｏｓα
ＡＢ （Ｍ／ｌ４）ｓｉｎγ （Ｍ／ｌ４）ｘｃｏｓγ－（Ｍ／ｌ４）ｌ１ｃｏｓα
ＢＯ′ （Ｍ／ｌ４）ｓｉｎβ （Ｍ／ｌ４）ｘｃｏｓβ－Ｍ

　　对于ＡＢ杆，为了满足受力平衡，需满足：

－Ｍｌ４
ｌ１ｃｏｓα＋Ｍ ＝

Ｍ
ｌ４
ｌ３ｃｏｓβ＋

Ｍ
ｌ４
ｌ２ｃｏｓγ。 （９）

基于能量法，应变能Ｖε在数值上等于载荷所作的

功ＷＭ，可知：

ＷＭ ＝Ｖε。 （１０）

此时：

１
２ＭφＯ′＝∑∫

ｌ

Ｆ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＡ ＋∑∫

ｌ

Ｍ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＩ 。（１１）

图６　各杆的受力分析图

Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｓｔｒｅｓｓａｎａｌｙｓｉｓｄｉａｇｒａｍｏｆｅａｃｈｒｏｄ

其中：

∑∫
ｌ

Ｆ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＡ ＝∫

ｌ１

０

［（Ｍ／ｌ４）ｓｉｎα］
２

２Ｅ１Ａ１
ｄｘ＋

∫
ｌ２

０

［（Ｍ／ｌ４）ｓｉｎγ］
２

２Ｅ２Ａ２
ｄｘ ＋∫

ｌ３

０

［（Ｍ／ｌ４）ｓｉｎβ］
２

２Ｅ３Ａ３
ｄｘ ＝

Ｍ２ｌ１ｓｉｎ
２α

２Ｅ１Ａ１ｌ
２
４
＋
Ｍ２ｌ２ｓｉｎ

２γ
２Ｅ２Ａ２ｌ

２
４
＋
Ｍ２ｌ３ｓｉｎ

２β
２Ｅ３Ａ３ｌ

２
４
； （１２）

∑∫
ｌ

Ｍ２（ｘ）ｄｘ
２ＥＩ ＝∫

ｌ１

０

［（Ｍ／ｌ４）ｘｃｏｓα］
２

２Ｅ１Ｉ１
ｄｘ＋

∫
ｌ２

０

［（Ｍ／ｌ４）ｘｃｏｓγ－（Ｍ／ｌ４）ｌ１ｃｏｓα］
２

２Ｅ２Ｉ２
ｄｘ＋

∫
ｌ３

０

［（Ｍ／ｌ４）ｘｃｏｓβ－Ｍ］
２

２Ｅ３Ｉ３
ｄｘ＝

Ｍ２ｌ３１ｃｏｓ
２α

６ｌ２４Ｅ１Ｉ１
＋

Ｍ２ｌ３２ｃｏｓ
２γ

６ｌ２４Ｅ２Ｉ２
－
Ｍ２ｌ１ｌ

２
２ｃｏｓ

２αｃｏｓγ
２ｌ２４Ｅ２Ｉ２

＋
Ｍ２ｌ２１ｌ２ｃｏｓ

２α
２ｌ２４Ｅ２Ｉ２

＋

Ｍ２ｌ３３ｃｏｓ
２β

６ｌ２４Ｅ３Ｉ３
－
Ｍ２ｌ２３ｃｏｓβ
２ｌ４Ｅ３Ｉ３

＋
Ｍ２ｌ３
２Ｅ３Ｉ３

。 （１３）

由式（１１）～（１３），可得：

φＯ′ ＝
Ｍｌ１ｓｉｎ

２α
Ｅ１Ａ１ｌ

２
４
＋
Ｍｌ２ｓｉｎ

２γ
Ｅ２Ａ２ｌ

２
４
＋
Ｍｌ３ｓｉｎ

２β
Ｅ３Ａ３ｌ

２
４
＋

Ｍｌ３１ｃｏｓ
２α

３ｌ２４Ｅ１Ｉ１
＋
Ｍｌ３２ｃｏｓ

２γ
３ｌ２４Ｅ２Ｉ２

－
Ｍｌ１ｌ

２
２ｃｏｓαｃｏｓγ
ｌ２４Ｅ２Ｉ２

＋
Ｍｌ２１ｌ２ｃｏｓ

２α
ｌ２４Ｅ２Ｉ２

＋

Ｍｌ３３ｃｏｓ
２β

３ｌ２４Ｅ３Ｉ３
－
Ｍｌ２３ｃｏｓβ
ｌ４Ｅ３Ｉ３

＋
Ｍｌ３
Ｅ３Ｉ３
。 （１４）

３　参数计算及求解

３．１　参数计算

在簇绒地毯织机的针曲柄摇杆机构中，杆长 ｌ１＝

１５ｍｍ，ｌ２＝１３８ｍｍ，ｌ３＝１１５ｍｍ，ｌ４＝１７０ｍｍ；弹性模

量Ｅ１，Ｅ２和 Ｅ３均为２１０ＭＰａ；截面面积 Ａ１＝０．０３３０
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ｍ２，Ａ２＝０．００８１ｍ
２，Ａ３＝０．０１３２ｍ

２；横截面对中心轴

的惯性矩Ｉ１＝１．４９×１０
－５ｍ４，Ｉ２＝５．４６×１０

－６ｍ４，Ｉ３＝

２．３５×１０－５ｍ４。针曲柄摇杆机构在转动过程中，各杆

之间的角度关系如表３所示。

表３　角度参数值

Ｔａｂｌｅ３　Ａｎｇｌｅｖａｌｕｅ

角度／（°）

α β γ α β γ α β γ

０ ５９．２９ ４５．７６ １２０ ５５．０１ ３６．０６ ２４０ ４６．６４４４．４３

１０ ６０．１６ ４４．７５ １３０ ５３．７１ ３６．０５ ２５０ ４７．０９４５．４４

２０ ６０．８２ ４３．６６ １４０ ５２．４２ ３６．２０ ２６０ ４７．７２４６．３６

３０ ６１．２４ ４２．５４ １５０ ５１．１９ ３６．５１ ２７０ ４８．５３４７．１５

４０ ６１．４０ ４１．４４ １６０ ５０．０４ ３６．９８ ２８０ ４９．５０４７．７９

５０ ６１．３０ ４０．３７ １７０ ４９．０１ ３７．６０ ２９０ ５０．６０４８．２６

６０ ６０．９６ ３９．３８ １８０ ４８．１２ ３８．３５ ３００ ５１．８２４８．５２

７０ ６０．３８ ３８．４８ １９０ ４７．３９ ３９．２１ ３１０ ５３．１１４８．５７

８０ ５９．５９ ３７．７１ ２００ ４６．８５ ４０．１８ ３２０ ５４．４４４８．４０

９０ ５８．６２ ３７．０７ ２１０ ４６．５０ ４１．２１ ３３０ ５５．７７４８．０１

１００ ５７．５１ ３６．５７ ２２０ ４６．３４ ４２．２８ ３４０ ５７．０５４７．４３

１１０ ５６．２９ ３６．２３ ２３０ ４６．３９ ４３．３７ ３５０ ５８．２４４６．６７

３．２　求解及结果对比

将３．１中的各个参数代入式（８）和式（１４），可求

得针曲柄摇杆机构的等效线刚度和转动刚度。基于能

量法所求得的Ｋｈ和Ｋｃ刚度值，如图７所示。图７（ａ）

中，以曲柄的夹角０°为起始点，在曲柄为１００°时，最大

线刚度为３．４６×１０６Ｎ／ｍ；曲柄为２８０°时，最小线刚度

为１．３５×１０６Ｎ／ｍ，平均线刚度为２．２７×１０６Ｎ／ｍ。图

７（ｂ）中，整体的针曲柄摇杆等效转动刚度在２．４６×

１０４～３．８９×１０４Ｎ·ｍ／ｒａｄ之间变化，平均值为３．１４×

１０４Ｎ·ｍ／ｒａｄ。由于针曲柄摇杆机构的等效线刚度和

转动刚度均变化较大，故在进行振动特性分析时，不能

将该刚度值视为常数，应考虑时变参数对系统振动性

能的影响。

４　结论
课题组通过对各杆进行受力分析，采用能量法对

多转子系统中的耦联四连杆机构等效线刚度和转动刚

度进行了计算，并分析等效刚度的曲线特点。研究结

果表明在求取振动特性时，等效线刚度和转动刚度为

时变刚度。该结果为振动特性的求解提供了重要参

数。对于不同的四连杆机构，其具体结构对刚度的计

图７　Ｋｈ和Ｋｃ刚度值与曲柄转角关系曲线

Ｆｉｇｕｒｅ７　Ｃｕｒｖｅｏｆｓｔｉｆｆｎｅｓｓｖａｌｕｅａｎｄｃｒａｎｋ

ａｎｇｌｅｏｆＫｈａｎｄＫｃ

算结果有很大的影响，但本研究的方法和结果可作为

一般借鉴。后续将采用实验方法对本结果进行进一步

验证，并将讨论时变刚度对耦联轴系系统振动和噪声

特性的影响。
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