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基于几何代数的四面体机构自由度分析
郭进群，柴馨雪

（浙江理工大学 机械工程学院，浙江 杭州　３１００１８）

摘　要：针对四面体机构的多环耦合复杂结构导致的现有自由度计算方法对其进行自由度分析时不能有效地判断耦合
部分的约束情况，课题组提出了一种基于几何代数的四面体机构自由度分析方法。先将整个机构进行拓扑等效，寻找机

构的最短分支；通过修正分支运动空间的方式，将与分支耦合的闭环带来的约束体现在分支的运动空间中；最后通过对

所有修正后的分支运动空间求交，得到输出构件的自由度解析式。结合具体算例可知：课题组提出的方法无需借助逻辑

判断，可直接得到机构输出构件的自由度性质，解析式中的变量能给之后的驱动分布提供了选择方案。基于几何代数的

四面体机构自由度分析方法具有一定的工程意义。
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　　四面体机构具有密度小、刚度高和精度高的优点，

广泛应用于包装、纺织、印刷机械以及高精密机床的传

动单元［１３］。由于四面体机构相比于一般的并联机构

具有更复杂的环路耦合结构，致使其在自由度、运动学

等理论分析上尚未建立起一套完整的分析体系，这一

定程度上限制了四面体机构的应用与发展。自由度分

析作为机构设计的最基本问题之一，对后续的运动学

分析、驱动分布和控制都有着重要的意义。

四面体机构属于一种多环耦合机构，迄今为止已

有不少学者尝试对多环耦合机构的自由度进行计算，

其中比较具有代表性的是拆分法。Ｄａｉ等［４］将１个耦

合球状机构分解成多个１自由度的单元，由此计算机
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构的自由度。黄真等［５］将空间多环耦合机构分解成

若干杆组，在叠加杆组的过程中对所有拼合机构逐一

进行自由度计算。然而机构的拆分思路并未明确，单

元的可计算性不能保证，试错成本高，不能作为一种普

适的自由度计算方法。刘文兰［６］使用拆分法对３ＲＲ

３ＲＲＲ机构进行自由度分析，但存在拆分后仍出现耦

合闭环的情况，需要进行进一步地分析。以上研究都

基于Ｋｏｎｇ等［７］提出的虚拟支链理论，虚拟支链已经

在并联机构的自由度计算中被广泛使用。刘婧芳

等［８］在这一思想的基础上提出一种将多环耦合机构

等效成并联机构的自由度计算方法，并提出分支的耦

合特性是由分支上的耦合构件决定的。高慧芳等［９］

根据这一思路提出基于螺旋理论的分流标记法，给出

了具体的分解等效原则。在分流标记法的基础上衍生

出了细胞分裂法等［１０１２］。但分流标记法的分支选择

很多，遍历分支的过程需要人工逻辑判断，时间成本

高，对于部分输出需要多次重复计算，使得计算效率不

高；且该类方法依托于螺旋理论［１３１４］和修正的 ＧＫ公

式的自由度计算方法，对机构的瞬时位型依赖程度较

高，计算得到的自由度性质不具有全周性；同时对一些

耦合的输出自由度性质也无法进行正确地描述。特别

地，在遇到具有复杂几何条件的机构时，螺旋理论也存

在失效的情况。该问题同样存在于方位特征集

（ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ，ＰＯＣ）［１５］和李代

数［１６］等其他数学工具上。

基于Ｇ６的几何代数框架下的并联机构自由度计

算方法拥有普适、高效的计算特点［１７］１１。机构的自由

度可由各条分支运动空间做交集得到，运用６维的高

维空间，保留完整的运动空间信息，使得机构可以得到

固定坐标系下输出构件的自由度解析式，从而直接得

到具有全周性的输出自由度性质。课题组在此基础

上，先对多环耦合机构进行分支选取，通过修正分支运

动空间的方式将闭环带来的约束整合到分支中，得到

实际的分支运动空间。最后对各修正的分支运动空间

求交，得到输出构件的自由度解析式。

１　几何代数基础

１．１　运动螺旋的几何代数形式

螺旋理论中的螺旋是６维向量，其一般表现形式

为［１７］６：

Ｓ＝［ｓ，ｒ×ｓ＋ｈｓ］＝［ｖ１，ｖ２，ｖ３；ｂ１，ｂ２，ｂ３］
Ｔ。 （１）

式中：Ｓ为螺旋；ｓ为螺旋轴线的方向；ｒ为螺旋线上的

一点；ｈ为螺旋的节距；ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｂ１，ｂ２，ｂ３为标量参数。

当ｈ＝０时，螺旋 Ｓ表示１自由度转动；ｈ≠０时，

螺旋Ｓ表示１自由度的螺旋运动；当 ｈ＝∞时，螺旋 Ｓ

表示一个１自由度平动，可以被简写成：

Ｓ＝［０　ｓ］。 （２）

于是运动螺旋可在包含６维正交基底的 Ｇ６空间

直接表示为：

Ｓ＝ｖ１ｅ１＋ｖ２ｅ２＋ｖ３ｅ３＋ｂ１ｅ４＋ｂ２ｅ５＋ｂ３ｅ６。 （３）

式中：ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５，ｅ６为６个正交基底。

则１自由度平动可简写为：

Ｓ＝ｂ１ｅ４＋ｂ２ｅ５＋ｂ３ｅ６。 （４）

１．２　几何代数基底和基本运算

Ｇ６是６维几何代数，其中含有６个正交基底｛ｅ１，

ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅ５，ｅ６｝满足以下条件：

ｅｉ·ｅｊ＝
１，ｉ＝ｊ，

０，ｉ≠ｊ{ ；

ｅｉ∧ｅｊ＝０，ｅｉ∧ｅｊ＝－ｅｊ∧ｅｉ。

（５）

式中：“·”为内积符号，“∧”为外积符号，ｅｉ和ｅｊ表示

Ｇ６中的任意正交基底。

几何积［１８］５２－６０也是几何代数中的基础运算，由内

积和外积２个部分组成，任意２个向量 ａ１，ａ２的几何

积记作ａ１ａ２。

ａ１ａ２＝ａ１·ａ２＋ａ１∧ａ２。 （６）

几何代数的基本元素是片积（ｂｌａｄｅ）。ｋ个一维

向量ａ１，ａ２，…，ａｋ做外积可以得到一个 ｋ阶片积，也

叫ｋｂｌａｄｅ。

Ａ〈ｋ〉＝ａ１∧ａ２∧…∧ａｋ。 （７）

并集即为不同子空间共同张成空间，任意２个子

空间不重叠的ｋ阶子空间 Ａ〈ｋ〉和 ｌ阶子空间 Ｂ〈ｌ〉张成

的空间可以直接通过两者的外积得到。

Ｊ〈ｍ〉＝Ａ〈ｋ〉∪Ｂ〈ｌ〉＝Ａ〈ｋ〉∧Ｂ〈ｌ〉。 （８）

式中：Ｊ〈ｍ〉是一个ｍ阶片积，ｍ＝ｋ＋ｌ。

当２个子空间有重叠部分时 ｍ＜ｋ＋ｌ，并保证组

成２个子空间的所有１阶片积的 ａｉ，ｂｊ与 Ｊ〈ｍ〉的外积

都为零。
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交集即为子空间Ａ〈ｋ〉和子空间 Ｂ〈ｌ〉的重叠部分张

成的空间为：

Ａ〈ｋ〉∩Ｂ〈ｌ〉＝（Ａ〈ｋ〉Ｊ
－１
〈ｍ〉）·Ｂ〈ｌ〉。 （９）

１．３　几何代数中的坐标变换

几何代数中的旋转矩阵由转子 Ｒ表示［１８］１３１，子空

间Ａ〈ｋ〉是由子空间Ｂ〈ｋ〉经过旋转后得到，且有：

Ｂ〈ｋ〉＝ＲＡ〈ｋ〉槇Ｒ。 （１０）

式中：Ｒ＝ｕｖ，槇Ｒ表示 Ｒ的逆，且 槇Ｒ＝ｖｕ，ｕ和 ｖ是对应

旋转变换的向量。

由于移动变换只涉及移动运动，所有的移动变换

都作用在１阶片积上，ｄ是由 ｃ经移动变换得到１阶

片积，且：

ｄ＝ｃ＋Ｔ。 （１１）

式中Ｔ是１阶片积。

２　四面体机构自由度计算
２．１　３ＲＲ３ＲＲＲ四面体机构分支

３ＲＲ３ＲＲＲ四面体单元机构共有１３个构件和１５

个转动副。根据四面体的构型，选定机架和输出构件

如图１（ａ）所示。

图１　３ＲＲ３ＲＲＲ机构等效图

Ｆｉｇｕｒｅ１　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｄｉａｇｒａｍｏｆ３ＲＲ３ＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ

　　对３ＲＲ３ＲＲＲ机构做等效处理，将所有运动副看

作节点，杆件看作是连接节点的边。耦合构件上所有

节点之间都有边，可将３ＲＲ３ＲＲＲ机构的耦合构件做

等效处理，最终得到机构的拓扑图如图１（ｂ）所示。拓

扑图对应的邻接矩阵Ｃ：

Ｃ＝

０ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ∞ ∞ ∞
∞ ０ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ∞ ∞
∞ ∞ ０ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞ １
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ １ ∞ ∞ ∞
１ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ０ ∞ ∞ ∞
∞ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０ ∞ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ０ ∞
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞ １ ∞ ∞ ∞ ∞















































０

。 （１２）

式中：矩阵Ｃ中第ｉ行，第ｊ列的元素ｃｉｊ表示节点ｉ和ｊ
之间的联通情况，ｃｉｊ＝１表示联通，ｃｉｊ＝∞表示不联通，
ｉ＝ｊ时，ｃｉｊ＝０。

从计算简便的角度出发，机构的分支应尽可能短，

且分支的起点与终点不同。故将固连在机架上的运动

副节点１～３作为起点，固连在输出构件上的运动副节
点１３～１５作为终点。通过邻接矩阵 Ｃ可以得到所有
起点至终点的最短路径。从所有的路径中选择３条起
点、终点不同且路径和最短的方案作为３ＲＲ３ＲＲＲ机
构的分支，结果如表１所示。
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表１　３ＲＲ３ＲＲＲ机构分支的路径及分支上的螺旋

Ｔａｂｌｅ１　Ｐａｔｈｓｏｆｌｉｍｂｓａｎｄｓｃｒｅｗｓｏｎｌｉｍｂｓｏｆ３ＲＲ３ＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ

分支 路径 分支上的螺旋

１ 节点１—节点１４—节点１３—节点１２—节点１７ Ｓ１１—Ｓ１２—Ｓ１３—Ｓ１４—Ｓ１５
２ 节点２—节点１５ Ｓ２１—Ｓ２２
３ 节点３—节点５—节点７—节点８—节点１６ Ｓ３１—Ｓ３２—Ｓ３３—Ｓ３４—Ｓ３５

　　表１中分支２是独立分支，可以直接求得运动空

间。分支２和分支３之间存在１处公共耦合闭环，需

要进一步分析。

２．２　３ＲＲ３ＲＲＲ机构几何代数中的自由度

如图２所示，３ＲＲ３ＲＲＲ机构总共有９根杆，９根

杆连接４个平台，其中输出构件是等边三角形，其余耦

合构件以及机架都是等腰三角形。根据四面体的形状

特点选取４个顶点Ｏ，Ｐ，Ｑ和Ｕ，点Ｖ为点Ｕ在输出构

件上的投影点。△ＯＰＱ是一个等边三角形，向量 ＶＵ

是四面体底面法向量。与动平台直接相连的３根杆杆

长相等记为Ｌ１，底部的６根杆记为Ｌ２，且有Ｌ１＝ｌ，Ｌ２＝

２ｌ。转动副轴线与底面平行线并不平行，将其夹角记

作θ，如图２中局部放大图所示。

图２　３ＲＲ３ＲＲＲ机构分支

Ｆｉｇｕｒｅ２　Ｌｉｍｂｓｏｆ３ＲＲＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ

如图２所示，在Ｏ点直接建立固定坐标系Ｏｘｙｚ，ｚ
轴沿着四面体底面法线方向，ｘ轴沿四面体底面三角
形的角平分线指向三角形质心，ｙ轴可通过右手螺旋
定则得到。由此，可得到顶点坐标如表２所示。
２．２．１　独立分支分析

３ＲＲ３ＲＲＲ机构只有分支２是独立分支，根据表２
可得到分支２上的２个运动副：

表２　３ＲＲ３ＲＲＲ机构固定坐标系下的顶点坐标

Ｔａｂｌｅ２　Ｖｅｒｔｅｘｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｉｎｆｉｘｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ｓｙｓｔｅｍｏｆ３ＲＲ３ＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ

顶点 固定坐标系下的坐标

Ｏ （０，０，０）
Ａ （（３ｌｃｏｓφ）／２，（ 槡－３ｌｃｏｓφ）／２，０）
Ｂ （（３ｌｃｏｓφ）／２，（ 槡－３ｌｃｏｓφ）／２，０）
Ｄ （（３ｌｃｏｓφ）／２，０，ｌｓｉｎφ）
Ｏ （０，０，０）

Ｓ２１＝－ｅ１；

Ｓ２２＝－ｅ１－２ｌｓｉｎφｅ５＋２ｌｃｏｓφｅ６。 （１３）

式中Ｓｉｊ表示第ｉ条分支上的第ｊ个运动副。

直接对所有运动副求并集得到分支的运动空间

Ｓ２，则有
［１７］７：

Ｓ２＝Ｓ２１∪Ｓ２２＝Ｓ２１∧Ｓ２２＝２ｌｓｉｎφｅ１５－２ｌｃｏｓφｅ１６。 （１４）

２．２．２　耦合分支分析［１８］

耦合分支表示该分支有一部分与耦合闭环耦合，

在计算耦合分支的运动空间时，要考虑闭环给耦合部

分带来的约束，即修正耦合部分的运动空间，从而修正

分支的运动空间。

分支１和分支３都是耦合分支，从图２中容易看

出分支１和分支３都与图３所示的７Ｒ闭环耦合。

图３　７Ｒ闭环

Ｆｉｇｕｒｅ３　７Ｒｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ
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７Ｒ闭环中的所有运动螺旋都可以直接在 Ｏｘｙｚ

中表示，得到闭环的７个运动螺旋如下：

Ｓ１′＝
ｅ１
２＋
槡３ｅ２
２ 槡－３ｌｃｏｓαｅ６；

Ｓ２′＝
ｅ１
２＋
槡３ｅ２
２ －ｌｓｉｎφ槡３ｅ４＋ｌｓｉｎφｅ５－ｌｃｏｓφｅ６；

Ｓ３′＝
ｅ１
２－
槡３ｅ２
２ ＋ｌｓｉｎφ槡３ｅ４＋ｌｓｉｎφｅ５－ｌｃｏｓφｅ６；

Ｓ４′＝
ｅ１
２－
槡３ｅ２
２ 槡－３ｌｃｏｓαｅ６；

Ｓ５′＝ｓｉｎθｅ３－ｃｏｓθｅ２ 槡＋３ｌｃｏｓαｓｉｎθｅ４－

ｌｃｏｓαｓｉｎθｅ５－ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ６；

Ｓ６′＝ｓｉｎθｅ３－ｃｏｓθｅ２＋［（槡３ｌｃｏｓα＋

ｌｓｉｎθｓｉｎα）ｓｉｎθ＋ｌｃｏｓ２θｓｉｎα］ｅ４；

Ｓ７′＝ｓｉｎθｅ３－ｃｏｓθｅ２ 槡＋３ｌｃｏｓαｓｉｎθｅ４＋

ｌｃｏｓαｓｉｎθｅ５＋ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ６





























。

（１５）

式中α＝ａｒｃｃｏｓ（槡３ｃｏｓφ）。

分支１只与一个７Ｒ闭环存在耦合，如图４所示。

对于分支１耦合部分运动空间的修正可以直接在闭环

中进行。将闭环看作是２个分支并联机构，图４中的

黑色圆点标记表示该构件为闭环的机架，灰色圆点标

记表示该构件为闭环的输出构件。闭环中的分支１即

为耦合部分，闭环中的剩余支链即为分支２。对这２

条分支的运动空间求交，就可以修正分支 １的耦合

部分。

耦合闭环１１中所有的运动螺旋如下：

ＳＬ１１＝Ｓ１′；ＳＬ１２＝Ｓ２′；

ＳＬ２１′＝Ｓ７′；ＳＬ２２＝Ｓ６′；ＳＬ２３＝Ｓ５′；ＳＬ２４＝Ｓ４′；ＳＬ２５＝Ｓ３′}。
（１６）

式中：ＳＬｉｊ表示闭环中第ｉ条分支上第ｊ个运动螺旋。

闭环１１中２分支的运动空间ＳＬ１和ＳＬ２分别为：

ＳＬ１＝ＳＬ１１∪ＳＬ１２ ＝ＳＬ１１∧ＳＬ１２ ＝－
ｌｓｉｎφ槡３ｅ１４

２ ＋

ｌｓｉｎφｅ１５
２ ＋

（槡３ｃｏｓα－ｃｏｓφ）ｌｅ１６
２ －

３ｌｓｉｎφｅ２４
２ ＋槡

３ｌｓｉｎφｅ２５
２ ＋

（３ｃｏｓα 槡－３ｃｏｓφ）ｌｅ２６
２ 槡＋３ｌ

２ｃｏｓαｓｉｎφｅ５６－

３ｌ２ｃｏｓαｓｉｎφｅ４６； （１７）

图４　分支１及其耦合闭环

Ｆｉｇｕｒｅ４　Ｌｉｍｂ１ａｎｄｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｗｉｔｈｌｉｍｂ１

ＳＬ２＝ＳＬ２１∪ＳＬ２２∪ＳＬ２３∪ＳＬ２４∪ＳＬ２５＝
ＳＬ２１∧ＳＬ２２∧ＳＬ２３∧ＳＬ２４∧ＳＬ２５＝

（ｃｏｓθｓｉｎφ 槡－３ｓｉｎθｃｏｓα＋
ｃｏｓφｓｉｎθ）ｓｉｎαｃｏｓαｃｏｓθｌ３ｅ１２４５６－

ｓｉｎθｓｉｎαｃｏｓα（ｃｏｓθｓｉｎφ＋ｃｏｓφｓｉｎθ－

槡３ｓｉｎθｃｏｓα）ｌ
３ｅ１３４５６＋ｌ

３［槡３（ｃｏｓφｓｉｎθ＋

ｃｏｓθｓｉｎφ）－３ｃｏｓαｓｉｎθ］ｓｉｎθｓｉｎαｃｏｓαｅ２３４５６。

（１８）

对闭环中２分支的运动空间求交，得到分支１修

正后的耦合部分的运动空间ＳＰ１１为：

ＳＰ１１＝ＳＬ１∩ＳＬ２＝（ＳＬ１Ｊ
－１
２ ）·ＳＬ２＝

ｃ１［３ｃｏｓαｓｉｎφｓｉｎθ 槡－３（ｃｏｓθｓｉｎ
２φ＋

ｓｉｎφｃｏｓφｓｉｎθ）］ｅ４－（ｃｏｓθｃｏｓ
２φ－

ｓｉｎφｃｏｓφｓｉｎθ 槡＋３ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓα＋

ｃｏｓθ）ｅ５＋（槡３ｓｉｎφｃｏｓθｃｏｓα－

３ｓｉｎθｃｏｓ２α 槡＋２３ｓｉｎθｃｏｓαｃｏｓφ－

ｓｉｎφｃｏｓθｃｏｓφ－ｓｉｎθｃｏｓ２φ）ｅ６。 （１９）

式中系数ｃ１ 槡＝３ｌ
４ｓｉｎθｃｏｓαｓｉｎα。
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分支１其余运动螺旋如下：

ＳＬ１＝－
槡３ｃｏｓθｅ１
２ －

ｃｏｓθｅ２
２ －ｓｉｎθｅ３；

ＳＬ２＝－
槡３ｃｏｓθｅ１
２ －

ｃｏｓθｅ２
２ －ｓｉｎθｅ３＋

（ｓｉｎα 槡－３ｃｏｓαｓｉｎθ）ｌｅ４
２ －

（槡３ｓｉｎα＋ｃｏｓαｓｉｎθ）ｌｅ５
２ ＋

ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ６；

ＳＬ３＝－
槡３ｃｏｓθｅ１
２ －

ｃｏｓθｅ２
２ －ｓｉｎθｅ３－

槡３ｌｃｏｓαｓｉｎθｅ４－ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ５＋２ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ６





















。

（２０）
可得修正后的分支１的运动空间：
Ｓ１＝Ｓ１１∪Ｓ１２∪Ｓ１３∪Ｓｐ１１＝Ｓ１１∧Ｓ１２∧Ｓ１３∧Ｓｐ１１＝

ｃ２（ｃ１１ｅ１４５６＋ｃ１２ｅ２４５６＋ｃ１３ｅ３４５６）。 （２１）
式中：ｅ１４５６，ｅ２４５６，ｅ３４５６为４阶片积；ｃ２，ｃ１１，ｃ１２和 ｃ１３为系
数，且有

ｃ２ 槡＝３ｌ
２ｓｉｎαｃｏｓαｃｏｓ３θｃｏｓ２φ，

ｃ１１ ＝ 槡２３ｃｏｓα
ｃｏｓ２θｃｏｓφ

－ ３ｃｏｓ２α
ｃｏｓ２θｃｏｓ２φ

－ 槡２３ｃｏｓα
ｃｏｓφ

－

２ｓｉｎθｓｉｎφ
ｃｏｓθｃｏｓφ

＋２ － １
ｃｏｓ２θ

－ １
ｃｏｓ２φ

＋ ３ｃｏｓ
２α

ｃｏｓ２φ
＋

槡２３ｃｏｓαｓｉｎθｓｉｎφ
ｃｏｓθｃｏｓ２φ

，

ｃ１２ ＝
２ｃｏｓα
ｃｏｓ２θｃｏｓφ

＋ 槡３ｃｏｓ
２α

ｃｏｓ２φ
＋ 槡３ｃｏｓ

２α
ｃｏｓ２φ

－

槡３ｃｏｓ
２α

ｃｏｓ２θｃｏｓ２φ
＋２ｃｏｓαｓｉｎθｓｉｎφ

ｃｏｓθｃｏｓ２φ
－ 槡２３ｓｉｎθｓｉｎφ
３ｃｏｓθｃｏｓφ

＋

槡２３
３ －

槡３
３ｃｏｓ２θ

－ 槡３
３ｃｏｓ２φ

－２ｃｏｓαｃｏｓφ
，

ｃ１３ ＝ 槡４３ｓｉｎθ
３ｃｏｓθ

－４ｃｏｓαｓｉｎφ
ｃｏｓ２φ

－ 槡２３ｓｉｎθ
３ｃｏｓ３θ

＋

槡４３ｓｉｎφ
３ｃｏｓφ

－４ｃｏｓαｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓφ
－ 槡４３ｓｉｎφ
３ｃｏｓ２θｃｏｓφ

－ 槡２３ｓｉｎθ
３ｃｏｓθｃｏｓ２φ

－

槡２３ｃｏｓ
２αｓｉｎθ

ｃｏｓ３θｃｏｓ２φ
＋ ４ｃｏｓαｓｉｎθ
ｃｏｓ３θｃｏｓφ

＋ 槡２３ｃｏｓ
２αｓｉｎθ

ｃｏｓθｃｏｓ２φ
＋

４ｃｏｓαｓｉｎφ
ｃｏｓ２θｃｏｓ２φ

。

分支３与分支１关于Ｏｙｚ平面对称，也只与１个
７Ｒ闭环耦合，如图５所示。

图５　分支３及分支３的耦合闭环
Ｆｉｇｕｒｅ５　Ｌｉｍｂ３ａｎｄｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｗｉｔｈｌｉｍｂ３

闭环３１中所有的运动螺旋如下：
ＳＬ１１＝Ｓ４′，ＳＬ１２＝Ｓ３′；

ＳＬ２１＝Ｓ５′，ＳＬ２２＝Ｓ６′，ＳＬ２３＝Ｓ７′，ＳＬ２４＝Ｓ１′，ＳＬ２５＝Ｓ２′}。
（２２）

容易看出闭环 ３１和闭环 １１关于 Ｏｙｚ平面对
称，可得到修正后的分支 ３耦合部分的运动空间
ＳＰ３１为：

ＳＰ３１＝ＳＬ１∩ＳＬ２＝（ＳＬ１Ｊ
－１
２ ）·ＳＬ２＝

ｃ１｛［３ｃｏｓαｓｉｎφｓｉｎθ 槡－３（ｃｏｓθｓｉｎ
２φ＋

ｓｉｎφｃｏｓφｓｉｎθ）］ｅ４－（ｃｏｓθｃｏｓ
２φ＋

槡３ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓα－ｓｉｎφｃｏｓφｓｉｎθ－

ｃｏｓθ）ｅ５＋（槡２３ｓｉｎθｃｏｓαｃｏｓφ＋

槡３ｓｉｎφｃｏｓθｃｏｓα－３ｓｉｎθｃｏｓ
２α－

ｓｉｎθｃｏｓ２φ－ｓｉｎφｃｏｓθｃｏｓφ）ｅ６｝。 （２３）
分支３其余运动螺旋如下：

Ｓ３１＝
槡３ｃｏｓθｅ１
２ －

ｃｏｓθｅ２
２ －ｓｉｎθｅ３；

Ｓ３２＝
槡３ｃｏｓθｅ１
２ －

ｃｏｓθｅ２
２ －ｓｉｎθｅ３＋

（ｓｉｎα 槡－３ｃｏｓαｓｉｎθ）ｌｅ４
２ ＋

（槡３ｓｉｎα＋ｃｏｓαｓｉｎθ）ｌｅ５
２ －ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ６；

Ｓ３３＝
槡３ｃｏｓθｅ１
２ －

ｃｏｓθｅ２
２ －ｓｉｎθｅ３－

槡３ｌｃｏｓαｓｉｎθｅ４＋ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ５－

２ｌｃｏｓαｃｏｓθｅ６

























。

（２４）
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可得到分支３的修正运动空间Ｓ３为：
Ｓ３＝Ｓ３１∪Ｓ３２∪Ｓ３３∪ＳＰ３１＝Ｓ３１∧Ｓ３２∧Ｓ３３∧ＳＰ３１＝

ｃ２（ｃ２１ｅ１４５６＋ｃ２２ｅ２４５６＋ｃ２３ｅ３４５６）。 （２５）
式中：ｃ２１，ｃ２２，ｃ２３为系数，且有

ｃ２１＝２－
３ｃｏｓ２α
ｃｏｓ２θｃｏｓ２φ

－ 槡２３ｃｏｓα
ｃｏｓφ

－２ｓｉｎθｓｉｎφｃｏｓθｃｏｓφ
＋

槡２３ｃｏｓα
ｃｏｓ２θｃｏｓφ

－ １
ｃｏｓ２θ

－ １
ｃｏｓ２φ

＋ ３ｃｏｓ２α
ｃｏｓ２φ

＋

槡２３ｃｏｓαｓｉｎθｓｉｎφ
ｃｏｓθｃｏｓ２φ

，

ｃ２２ ＝ 槡２３ｓｉｎθｓｉｎφ
３ｃｏｓθｃｏｓφ

－ 槡２３
３ －２ｃｏｓαｓｉｎθｓｉｎφ

ｃｏｓθｃｏｓ２φ
＋

槡３ｃｏｓ
２α

ｃｏｓ２θｃｏｓ２φ
－ ２ｃｏｓα
ｃｏｓ２θｃｏｓφ

－槡３ｃｏｓ
２α

ｃｏｓ２φ
＋ 槡３
３ｃｏｓ２θ

＋

槡３
３ｃｏｓ２φ

＋２ｃｏｓαｃｏｓφ
，

ｃ２３ ＝ 槡２３ｃｏｓ
２αｓｉｎθ

ｃｏｓ３θｃｏｓ２φ
－ 槡２３ｃｏｓ

２αｓｉｎθ
ｃｏｓθｃｏｓ２φ

＋

４ｃｏｓαｓｉｎθ
ｃｏｓθｃｏｓφ

＋ 槡４３ｓｉｎφ
３ｃｏｓ２θｃｏｓφ

＋ 槡２３ｓｉｎθ
３ｃｏｓθｃｏｓ２φ

－

４ｃｏｓαｓｉｎφ
ｃｏｓ２θｃｏｓ２φ

－ 槡４３ｓｉｎφ
３ｃｏｓφ

＋ 槡２３ｓｉｎθ
３ｃｏｓ３θ

＋４ｃｏｓαｓｉｎφ
ｃｏｓ２φ

－

槡４３ｓｉｎθ
３ｃｏｓθ

。

２．２．３　输出构件自由度分析
对３个分支修正后的运动空间求交集，可得到输

出构件的运动解析式：

Ｓｏｕｔｐｕｔ＝Ｓ１∩Ｓ２∩Ｓ３＝［（Ｓ１Ｊ
－１
３ ）·Ｓ３Ｊ

－１
４ ］·Ｓ２＝

２ｃ３ｌ（ｓｉｎφｅ５－ｃｏｓφｅ６）。 （２６）
式中：Ｊ３＝ｃ３ｅ１４５６；

ｃ３＝（ｃｏｓ
２ θ－４３）（槡３（（ｃｏｓ

６ θ（３２２７ｃｏｓ
６ φ＋

２４
２７（１５ｃｏｓ

２α－２）ｃｏｓ４φ＋１８２７ｃｏｓ
２φ（１５ｃｏｓ４α－２０ｃｏｓ４α＋

１）＋ｃｏｓ６θ－５ｃｏｓ４α＋５３ｃｏｓ
２α－１２７）－１０ｓｉｎφｓｉｎθ

ｃｏｓφｃｏｓ５θ（１６１３５ｃｏｓ
４φ＋４３ｃｏｓ

２φ（ｃｏｓ２α－４４５）＋

ｃｏｓ４α－２３ｃｏｓ
２α＋１４５）＋ｃｏｓ

４θ（２０３ｃｏｓ
４φ（１３－４ｃｏｓ

２α）－

１６
９ｃｏｓ

６φ－（２５ｃｏｓ４α－７０３ｃｏｓ
２α＋５９）ｃｏｓ

２φ－３ｃｏｓ６α＋

１０ｃｏｓ４α－５３ｃｏｓ
２α）－１０ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓφｃｏｓθ（ｃｏｓ４α＋

２
３ｃｏｓ

２αｃｏｓ２φ＋ｃｏｓ
４φ
４５ －５（ｃｏｓ４αｃｏｓ２φ－５３ｃｏｓ

２α

ｃｏｓ４φ－ｃｏｓ
６φ
２７ －ｃｏｓ６α）－２３ｃｏｓαｃｏｓφｃｏｓ

６θ（９ｃｏｓ４α＋

４０ｃｏｓ２αｃｏｓ２φ＋１６ｃｏｓ４φ－３０ｃｏｓ２α－２０ｃｏｓ２φ＋５）－

ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓ５θ
９ （１６ｃｏｓ４φ＋４ｃｏｓ２φ（１０ｃｏｓ２α－３）＋

９ｃｏｓ４α－１０ｃｏｓ２α＋１））。

根据式（２６）可得到最后的输出结果 Ｓｏｕｔｐｕｔ是一个

１阶片积，且只包含 ｅ５和 ｅ６，可以知道该输出构件对

于机架具有Ｏｙｚ平面内的１个移动自由度。

２．３　ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ建模验证
对３ＲＲ３ＲＲＲ机构进行三维建模，取ｌ＝１００ｍｍ，

θ＝３°。由于机构具有１个自由度，选取参数α作为驱
动变量，α∈（０，９０°），当 α＝７２°（位型Ⅰ）和 α＝３２°
（位型Ⅱ）时可以得到输出构件的末端轨迹如图６（ａ）
和（ｂ）所示，可以看出输出构件姿态不变，证明只存在
移动自由度。

图６　３ＲＲ３ＲＲＲ机构自由度验证
Ｆｉｇｕｒｅ６　Ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｍｏｂｉｌｉｔｙｏｆ

３ＲＲ３ＲＲＲｍｅｃｈａｎｉｓｍ
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将 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ输出的轨迹和瞬时速度导入

ＭＡＴＬＡＢ中，得到末端轨迹以及瞬时速度与螺旋线的

方向如图６（ｃ）所示。由图６（ｃ）可以看出末端轨迹同

一点下的瞬时速度方向和螺旋线的方向基本一致，可

以验证３ＲＲ３ＲＲＲ机构输出１自由度平动，同时证明

了输出构件运动解析式式（２６）的正确性。

３　结语
针对四面体机构具有复杂耦合结构的特点，课题

组提出了一种高效普适的基于几何代数的四面体机构

自由度计算方法，并对具体的四面体机构３ＲＲ３ＲＲＲ

机构进行自由度分析，通过三维建模仿真验证输出自

由度解析式的正确性。该方法通过拓扑等效的方式从

耦合运动链中选取简短分支，将闭环带来的约束体现

在修正耦合分支的运动空间上，绕开了以往等效替代

的思路，减少不必要的逻辑推理。耦合部分运动空间

的修正可直接在闭环坐标系下完成，再将修正后的耦

合部分运动空间通过几何代数中的坐标变换转化到全

局坐标系下，在一定程度上简化了计算流程。在几何

代数框架下，通过分支上求并、分支间求交的方式可直

接求得末端输出构件在全局坐标系下的自由度解析

式。输出解析式有助于四面体机构之后驱动选取和驱

动分布优化的相关工作，但关于四面体机构的性能评

价指标体系尚不完善，后续可以在此基础上，建立相关

的基于几何代数的四面体机构性能评价指标体系，从

而实现驱动分布的优化。
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